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Zusammenfassung

In den ersten beiden Teilen werden Grundlagen iiber zweidimensionale (Gabor)Wavelets
und Frames aufgearbeitet, die fiir die Rekonstruierbarkeitsuntersuchungen unentbehrlich sind,
sowie auf den Begriff der Rekonstruierbarkeit selbst eingegangen. Wichtiges Kriterium fiir
die numerische Stabilitdt der inversen diskreten Gaborwavelettransformation sind die Fra-
meschranken, deren Bedeutung detailliert dargestellt wird. Der dritte Teil handelt von der
Rekonstruierbarkeit eines Bildes aus den Amplituden der Gaborwavelettransformierten (kom-
plexe Zellen), wozu zunichst einmal Aussagen iiber die Eindeutigkeit von Fourieramplituden
herangezogen werden miissen. Entsprechende Theoreme werden erldutert und erweitert. Eine
weitere Interpretation der diskreten Gaborwavelettransformation ermoglicht die Anwendung
dieser Erkenntnisse auf die Antworten komplexer Zellen, die in Theorem 8 formalisiert werden.
Zu guter Letzt werden die numerischen Probleme eines darauf basierenden Rekonstruktions-
algorithmus diskutiert.
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Einleitung

Thema und Arbeitsgebiet

Das Thema dieser Diplomarbeit ist die Kodierung reeller Bildsignale mit einfachen und komplexen
Zellen und die Rekonstruierbarkeit des urspriinglichen Signals aus dem transformierten. Dabei kann
,Rekonstruierbarkeit* folgendes bedeuten:

e Im strengen mathematischen Sinn reduziert sich ,Rekonstruierbarkeit“ auf das Problem, ob
zu der Abbildung
G: A-C

eine Umkehrung existiert, wobei A das Eingangsbildsignal und C eine Transformierte ent-
halten kann. Ist die Darstellung durch ein Element aus C (iiber)vollstéindig, ist G injektiv,
wie es auf die sog. Frametransformation zutrifft. In diesem Fall sind bei einer Rekonstruk-
tion unendlich viele Linearkombinationen der Framefunktionen moglich, um wieder das eine
richtige Element aus A zu bestimmen. Dazu verwendet man einen allgemeineren Begriff der
Inversen von G.

e In einem eher praktischen Sinne bedeutet Rekonstruierbarkeit, ob man einen Algorithmus
angeben kann, der numerisch stabil einem Element aus C genau eines aus A zuordnet. Die
numerische Stabilitit ist ein wichtiges Kriterium fiir die Auswahl einer Linearkombination
aus den im vorigen Punkt erwiahnten vielen Moéglichkeiten zu treffen. Dies geschieht bei der
inversen Frametransformation.

o Interessant wird der Begriff , Rekonstruierbarkeit“ erst bei komplexen Zellen, da in diesem
Fall hinter dem injektiven ein nichtlinearer und nichtinjektiver Operator H geschaltet ist:

H: C—D, HG: A—-D.

Hierbei stellt sich die Frage ob der Operator HG injektiv ist, d.h. ob trotz der Probleme, die
H bereitet, das richtige Element aus .4 wiedergefunden werden kann.

Die Inhalte dieser Arbeit sind — wie das gesamte Gebiet der Neuroinformatik — interdisziplinir
ausgerichtet, wobei der Schwerpunkt auf Aspekten der Signalverarbeitung liegt. Es werden aber
auch anwendungsrelevante mathematische und biologische Zusammenhénge behandelt, wobei die
letzteren fiir die Modellbildung stark schematisiert werden miissen. Diese Interdisziplinaritét ist
fiir das Gebiet des Kiinstlichen Sehens (Computer Vision) notwendig, da das menschliche visuelle
System eine Vielzahl von extrem leistungsfahigen Strategien zur Signal- und Informationsverar-
beitung entwickelt hat, und die Erkenntnisse dariiber wertvolle Beitrdge zur Entwicklung von
Systemen zur vollautomatischen Bildauswertung liefern. Ein Bauteil aus dieser Maschinerie sind
die komplexen Zellen, deren Funktionalitit neben einer speziellen neuronalen Netzwerkarchitektur
am Lehrstuhl fiir Systembiophysik zur technischen Umsetzung in einem System zur robusten Er-
kennung von Gesichtern gefiihrt hat, s. z.B. (Lades et al., 1993). Die Anwendungsméglichkeiten
sind aber vielféltig.

Geleitet wurde die Aufgabestellung fiir diese Diplomarbeit von der Frage, ob komplexe Zel-
len in der Lage sind, reelle Bildsignale verlustfrei zu kodieren, wie es die einfachen tun. Um zur
Beantwortung dieser Frage im Teil III Eindeutigkeitsbeweise fithren und iiber Rekonstruktionsalgo-
rithmen nachdenken zu kénnen, unterliegt die gesamte Arbeit einer detaillierten mathematischen
Darstellung der Sachverhalte, die auch von Lesern, die mit der Materie weniger vertraut sind,
ohne zusétzliches Literaturstudium verstanden werden konnen. Einfache und wichtige Beweise
sind der Literatur entnommen und aufbereitet worden, sofern sie Einblicke in die mathematischen
Zusammenhéinge gewdhren. Eine oberflichlicherer Stil wire weniger zugénglich und fiir den Algo-
rithmenentwurf nicht sehr hilfreich.

Das Gebiet der Wavelettransformation ist noch relativ jung und in Ausbreitung in verschieden-
ste Zweige von Naturwissenschaft und Technik begriffen. Deshalb ist deutsche Fachliteratur sehr
selten. Es wurden daher viele englische Fachausdriicke belassen und nur in wenigen Féllen iiber-
setzt. Die deutschen wavelet- und frametheoretischen Begriffe sind (Louis et al., 1994) entnommen.
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Da die Fachterminologie nicht standardisiert ist, sind einige in dieser Arbeit verwendete Begriffe
in der Literatur unter einem anderen Namen zu finden.

Der Begriff der Phase ist in dieser Arbeit allgemein zu sehen. Er bezieht sich nicht nur auf die
Polarwinkel der Fouriertransformierten in der komplexen Zahlenebene sondern auf die sémtlicher
komplexwertiger Funktionen unabhéngig davon, ob sie den Orts- oder den Frequenzraum beschrei-
ben. Vor allem bei der DGWT ist die Rekonstruktion, insbesondere die des Mittelwertes, nicht
exakt, weshalb das ,,=“-Zeichen aus dem Kontext heraus zu verstehen ist.

Der Text ist in ITEX 2¢ geschrieben. Die Zeichnungen sind mit Xfig entstanden und die Daten
und Funktionen sind von Programmen in C mit Unterstiitzung von (Press et al., 1992) berechnet
und mit MATLAB visualisiert worden.

Gliederung

Diese Arbeit besteht aus drei Hauptteilen und dem Anhang mit Zusammenfassung. Im einzelnen
sind dies folgende:

Im Teil I werden ein paar Grundlagen tiber kontinuierliche und diskrete Darstellungen der
Fouriertransformation zusammengetragen, wobei die breite Darstellung solcher sehr elementarer
Sachverhalte gleichzeitig eine Einfithrung in die hier durchgéngig verwendete Nomenklatur dar-
stellt. Zunédchst wird aber kurz auf die biologischen Motivationen, vor allem der Gaborfunktionen,
dieser Arbeit eingegangen.

Teil II fiihrt darauf in die zweidimensionale Wavelettransformation ein, wobei natiirlich die
Gaborwavelets im Vordergrund stehen, was bedeutet, dafl nicht alle Betrachtungen auf andere
Waveletfamilien tibertragen werden koénnen. Diese Art der Bildsignaldarstellung entspricht der
Kodierung durch sogenannte einfache Zellen im priméren visuellen Kortex. Die sich daran anschlie-
Benden Abschnitte beschéftigen sich mit der Rekonstruktion aus Gaborantworten bei abzéhlbar
und schliefflich endlich vielen Kernen. Ein zentraler Begriff fiir diese Untersuchungen ist der des
Frames, der definiert und auf die Gaborwavelelettransformation angewandt wird. Das FErgebnis
sind numerische Verfahren zur Analyse und Synthese. Ein Vergleich zwischen der behandelten und
der Multiskalenanalyse mit orthogonalen Wavelet-Basen schliefit diesen Teil ab.

Teil IIT befaBlt sich mit der Bildkodierung durch komplexe Zellen, wobei die Eindeutigkeit
einer Rekonstruktion aus den Amplituden der Gaborwavelettransformierten im Vordergrund steht.
Dieser Teil besteht aus zwei Hélften. In der ersten geht es um Rekonstruktionen aus einem oder
wenigen Jets, d.h. aus Amplituden lokaler Gaborantworten, in der zweiten um die Wiedergewinnung
des gesamten Bildsignals. Entsprechende Algorithmen sind vorgeschlagen, aber nicht implementiert
worden.
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Mein Dank gilt Prof. Dr. C. von der Malsburg, der mir diese interessante und interdisziplindre Di-
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Teil I
Grundlagen
e Das Konzept des rezeptiven Feldes

e Kurze Beschreibung der unteren Verarbeitungsstufen des visuellen Systems

e Mathematische Modellierung einfacher und komplexer Zellen

Festlegung der Notation fiir die F'T

Definition von DSFT, DFT und ZT



12 IR-INI 99-03, (© 1999 Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitit Bochum, FRG

1 Das visuelle System: Biologie und Modell

1.1 Neuronen und rezeptive Felder

Im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen Modelle fiir rezeptive Felder im priméren visuellen Kortex,
deren biologische Motivation im folgenden kurz zusammengefaflt werden soll.

Das rezeptive Feld eines Neurons ist definiert als die Menge aller Punkte in der Sensorschicht
(beim Sehen die Retina), die fiir ebendieses Neuron Systemeingaben liefern.

Das Modellneuron aus Abb. 1 bekommt Eingaben aus seinem rezeptiven Feld. Diese werden
summiert oder — bei kontinuierlicher Beschreibung — integriert und ausgegeben,

7, :/Rjd 2 I(3)hy(@), (1.1-1)

wodurch ein solches Neuron mathematisch durch ein Funktional, im linearen Fall als Skalarprodukt,
charakterisiert wird. Dies entspricht auch seinem groben Aufbau: Signale werden von auflen iiber
die Synapsen an den Dendriten elektrisch und chemisch in den Soma, den eigentlichen Zellkorper,
eingespeist, zur Verarbeitung weitergeleitet und {iber das Axon an eine Vielzahl weiterer Neuronen
iibertragen. Die Summe bzw. das Integral kann dabei noch einer nichtlinearen Transformation un-
terworfen werden, was bei den Modellneuron aus Abb. 1 durch das Késtchen hinter dem Summierer
symbolisiert ist. In den in diesem Abschnitt benutzten Formeln ist dies nicht beriicksichtigt. Es gibt
zwar eine Vielzahl verschiedener Zellen, die optische Reize von der Retina erhalten, es soll hier aber
vorerst nur von einem Zelltyp die Rede sein. Haben diese Neuronen das gleiche Antwortverhalten,
so unterscheiden sie sich nur durch ihre Position ¥y auf der Retina. Nimmt man ein Kontinuum
von rezeptiven Feldern an, so wird aus (1.1-1)

I(#) = | Pal@he (D) = | Pal@h(F— o) = I(To) * h(—T), (1.1-2)
Rz, R2

wobei vorausgesetzt wird, dal h(Z) iiber einen endlichen Triiger verfiigt oder einen schnellen Ab-
fall hat. Des weiteren ist aus (1.1-2) ersichtlich, da§ die Neuronenschicht der hz, als LSI-System
wirkt. Diese Betrachtungen sind nur in frithen Stufen visueller Verarbeitung sinnvoll, in denen die
Darstellung der aufgenommenen Bilddaten retinotop ist. Das bedeutet, dafl die Lichtreize von der
Retina nachbarschaftserhaltend in weiteren Verarbeitungsstufen kodiert sind.

Die einen Typ rezeptiver Felder charakterisierende Funktion h(Z) kann sowohl positive als auch
negative Werte annehmen. Wird das rezeptive Feld an einer Stelle ;3 € R; mit h(Z1) > 0 stimu-
liert, so erhoht sich die Feuerungsrate (Frequenz eines Spannungspulses iiber dem Axon) von einer
Ruheaktivitdt ausgehend. Im entgegengesetzten Fall wird die Feuerungsrate gesenkt. Daher spricht
man von einem exzitatorischen bzw. von einem inhibitorischen Stimulus des angeschlossenen Neu-
rons. Diese durch Messungen an Versuchstieren belegten Vorgéinge motivieren die Interpretation
der Ausgabe Z; der j-ten Zelle als mittlere Feuerungsrate (,integrate-and-fire neuron®).

1.2 Friihe visuelle Verarbeitung

Der Vorgang des Sehens beginnt auf der Retina, wo die Bildaufnahme erfolgt und die neuronale
Verarbeitung beginnt. Die Lichtreize werden dabei von sog. Photorezeptoren in elektrische und
chemische Impulse umgewandelt. Dabei sind die Zapfen fiir das Tag- und Farbsehen, die Stibchen
fiir das Sehen bei geringen Beleuchtungsintensititen verantwortlich. Die Aufgabe der Netzhaut
beschrinkt sich dabei nicht nur auf blole Bildakquisition, sondern es finden auch schon die ersten
Verarbeitungsprozesse statt. Beispielsweise haben Ganglien- und Bipolarzellen rezeptive Felder,
die nach dem sog. Center-Surround-Mechanismus funktionieren, was bedeutet, dal h(Z) punkt-
symmetrisch mit hA(Z) > 0 in der Mitte (,,On-Center-Zelle“) und h(Z) < 0 in der Umgebung ist.
Es gibt auch den entgegengesetzten Fall der , Off-Center-Zelle“. Diesen Zellen wird die Funktion
der lokalen Kontrastmessung zugeschrieben, wodurch unter anderem die Pupillenapertur geregelt
wird.
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Retina

Neuron j

rezeptives Feld

Vl’l

Abbildung 1: Finfaches Modell fiir das rezeptive Feld eines Neurons.

Von der Retina ausgehend bilden die Ganglienzellen den Sehnerv, dessen Axone sich kurz nach
dem Eintritt in die Schidelkapsel im Chiasma opticum iiberkreuzen, und zwar derart, daf} die
rechte Hélfte der Retina, auf die die linke Welthélfte abgebildet wird, mit der linken Gehirnhiélfte
verschaltet ist. Der Sehnerv miindet in das Corpus geniculatum laterale (auch LGN - Lateral
geniculate nucleus oder seitlicher Kniehdcker genannt), eine Durchgangsstation fiir die Information
von der Retina zur Hirnrinde, (Dudel et al., 1996), (Wiirtz, 1995). Den groben Autbau des visuellen
Systems zeigt Abb. 2.

1.3 Bildverarbeitung im priméiren visuellen Kortex

Die néchste Verarbeitungsstufe nach dem LGN ist der primdre visuelle Kortez, der bei Affen und
Menschen auch VI genannt wird.

Die Groflhirnrinde, auch cerebraler Kortex genannt, besteht aus einer stark gefalteten, etwa 2
mm bis 4 mm dicken Schicht aus Nervengewebe und bildet die &uflere Hiille der beiden Gehirnhélf-
ten.

In V1 lassen sich sechs Schichten unterscheiden, wobei die in weitere Unterschichten einteilbare
Schicht IVe am auffilligsten ist. Sie ist fiir V1 charakteristisch und bei ihr findet die Eingabe visu-
eller Informationen in den priméren visuellen Kortex statt. Senkrecht zu den Schichtbegrenzungen
existiert noch eine Unterteilung in Séulen, die allerdings nicht durch alle Schichten verlaufen. In
der bereits erwdhnten Schicht IVc von V1 148t sich die getrennte Informationsverarbeitung aus
dem rechten und linken Auge in diskreten anatomischen Bereichen, den Augendominanzbéndern,
nachweisen (Potzsch, 1994), (Dudel et al., 1996).

Hier existiert eine Vielzahl verschiedenartiger Zellen, von denen mehrere Typen in Versuchen
an Katzen von Hubel und Wiesel (Hubel und Wiesel, 1962) beschrieben wurden. Dabei werden in
V1 grob folgende Zelltypen unterschieden:

o (Center-Surround-Zellen
o FEinfache Zellen
o Komplexe Zellen

Center-Surround-Zellen (s.o.) wurden in der Retina, im LGN und in V1 gefunden. Die rezeptiven
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Sehnerv

Chiasma opticum

Sehstrahlung

Hirnrinde—"_

Abbildung 2: Das visuelle System. Aus (Hirsch, 1998).

Felder werden nach (Wiirtz, 1995) als

WME) =o%e *F —ole 202 (1.3-1)

modelliert, wobei der Fall o_ > o fiir eine On-center-off-surround-Zelle steht.

1.3.1 Einfache Zellen

Nach (Hubel und Wiesel, 1962) sind die rezeptiven Felder einfache Zellen beziiglich ihres exzita-
torischen oder inhibitorischen Verhaltens nicht rotationssymmetrisch, sondern die Bereiche sind
vielmehr nebeneinander angeordnet, wobei die Verteilung dieser ldnglichen Bereiche und deren
Orientierung unterschiedlich ausfallen. Einige von ihnen sind symmetrisch, andere antisymmetrisch
beziiglich einer Achse. Die einfachste Form, diese Ergebnisse in eine mathematische Beschreibung
zu iibertragen, ist

#T'pz -
h%(f) = e 5% coskTE (1.3-2)

fiir rezeptive Felder gerader Symmetrie und

#TDa -
hz(Z) = e~ =% sink! % (1.3-3)

fiir die ungerader Symmetrie, wobei die Orientierung des rezeptiven Feldes mit k gesteuert werden
kann. D ist eine Diagonalmatrix, die dem rezeptiven Feld eine elliptische Form ermdglicht. Diese
beiden Punktantworten werden nun zu der Punktantwort eines Zweikanalfilters zusammengefafit,

T Dz

9(®) = W(E) +ihg(@) = T = (@), (1.3-4)
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wobei Real- und Imaginérteil jeweils einen Kanal reprisentieren. Versuche von Pollen und Ronner
(Pollen und Ronner, 1981) zeigen, dafl benachbarte einfache Zellen ein Quadraturpaar wie in (1.3-2)
und (1.3-3) bilden, wobei wiederum eine Zelle die negativen und eine andere Zelle die positiven
Anteile des rezeptiven Feldes ausgeben. Die Zelle mit dem rezeptiven Feld (1.3-4) besteht also
eigentlich aus mindestens vier Neuronen in V1. Benutzt man (1.1-2), so liefert eine Schicht nach
(1.3-4) modifizierter einfacher Zellen die Ausgabe

L@ R) = [ Pol@g@-50) = [ Pol@g@ -0 = (Lold-)). (139
R R

Die Funktionen (1.3-4) wurden eindimensional von D. Gabor zur Kodierung und Ubertragung
von Signalen in der Nachrichtentechnik vorgeschlagen (Gabor, 1946). Sie heiflen deshalb Gabor-
funktionen, die Vorschrift (1.3-5) Gabortransformation. Ein System von Gaborfunktionen, auch
Weyl-Heisenberg-System genannt, ist, wenn ¥y und k diskretisiert sind, definiert als

Y
9z (@) = 9(& = To)e'™ 7. (1.3-6)

g(Z) braucht dabei keine GauBfunktion zu sein, sondern ein Fenster, das das Eingabesignal in
Orts- und Frequenzraum geniigend lokalisiert. Ist dies der Fall, konnen Gaborfunktionen fiir ei-
ne Zeit-Frequenzanalyse herangezogen werden. Ist ¢(Z) eine Gaufifunktion, kann gezeigt werden,
dafl die entsprechenden Gaborfunktionen die beste Lokalisierung in Orts- und Frequenzraum ha-
ben (Wiirtz, 1995). Dies ist in der Computer Vision besonders wichtig, da die zu erkennenden
Objekte unter anderem gedreht und verschoben wieder auftauchen konnen. Die Extraktion von
Antworten von skalierten und gedrehten Gaborfunktionen (s. Teil IT) bedeutet nach (Daugman,
1993) anhand einzelner Merkmale zu bestimmen, was fiir ein Objekt vorliegt. Die Translatio-
nen geben dariiber Auskunft, wo sich das Objekt befindet. Zusammenfassend nennt man solche
Ansitze affin-invariante Objekterkennung. Eine detaillierte Diskussion verschiedener Eigenschaften
von Gaborsystemen findet sich in (Feichtinger und Strohmer, 1998).

Daf} diese Modellierung einfacher Zellen tatséchlich sinnvoll ist, haben unter anderen J. P. Jones
und L. A. Palmer gezeigt (Jones und Palmer, 1987). Sie haben Gaborfunktionen im Sinne kleinster
Quadrate an die Mefldaten rezeptiver Felder sowohl im Orts- als auch im Frequenzraum angepaflt,
d.h. die freien Parameter geschitzt. Das Ergebnis war, daf§ die Gaborfunktionen die rezeptiven
Felder erstaunlich gut approximieren, obwohl der Fehler zwischen Modell und Daten nicht immer
als stationédres Rauschsignal interpretierbar ist.

Die Modellierung von rezeptiven Feldern einfacher Zellen ist im iibrigen nicht frei von Wider-
spriichen. Stork und Wilson (Stork und Wilson, 1990) haben einige Argumente zusammengetragen,
die die biologische Plausibilitit der Bildkodierung durch komplexwertige Gaborfunktionen und de-
ren experimentelle Evaluierung in Frage stellen. Trotzdem ist das beschriebene Modell fiir einfache
Zellen als komplexes Quadratur-Paar weitgehend anerkannt, s. (Daugman, 1993).

Schon Hubel und Wiesel (Hubel und Wiesel, 1962) haben beobachtet, dafl mit konstanter In-
tensitdt beleuchtete einfache Zellen keine Antwort ausgeben, was fiir eine moglichst biologienahe
Modellierung bedeutet, dafl die Funktion des rezeptiven Feldes mittelwertfrei sein mufl. Der ein-
fachste Ansatz ist es, zur Mittelwertkorrektur eine Funktion abzuziehen. Sollen rezeptive Felder
verschiedener Grofle beriicksichtigt werden, wird zusétzlich die Fensterbreite an die Frequenz k
angepaflt. Diese Einschriankungen erlauben es, eine derart modifizierte Gaborfunktion als Wawvelet
zu betrachten:

_ S _IEP@E-g)TD@E-0) T o _a2
G (:37)

Aus Griinden der Einfachheit beschrénkt man sich auf kreisformige GauBifenster und sorgt mit
einem Vorfaktor ||k[?, der den z.B. in (van der Schaaf und van Hateren, 1996) an natiirlichen
Bildern beobachteten W—Abfall kompensieren soll, fiir konstante Maxima dieser Gaborwavelets

V(% — o) im Frequenzraum:

El|2 _imi2gs2 /v o2
g (@) = IHIE - 180 (57— ) (1.3-8)

g

Auf die Theorie von Wavelets und deren Eigenschaften bei der Darstellung und Rekonstruktion
wird im Teil IT dieser Arbeit eingegangen.
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1.3.2 Komplexe Zellen

Neben den Center-Surround und einfachen Zellen haben Hubel und Wiesel (Hubel und Wiesel,
1962) auch die sog. komplezen Zellen gefunden. Diese zeigten in den Versuchen ein sehr unter-
schiedliches Verhalten. Einige antworten beispielsweise besonders stark auf Kanten, andere auf
Bewegung. Zusammenfassend werden komplexe Zellen, im Gegensatz zu den einfachen, nach (De
Valois und De Valois, 1988) als nicht phasensensitiv bei einem harmonischen Amplitudengitter als

Stimulus angesehen. Deshalb wird die Antwort als der Betrag der Antwort einfacher Zellen nach
(1.3-8) (von der Malsburg und Shams, 1998) modelliert:

770, F)| = ’/R 2o (@) (T — T)] . (1.3-9)

Da es aber psychophysische Anzeichen gibt, dal in die menschliche Wahrnehmung auch die Ver-
arbeitung rdumlicher Phaseninformationen einfliefit, ist nach (De Valois und De Valois, 1988) die
Population einfacher Zellen nicht nur eine Zwischenstation fiir die Antworten komplexer Zellen,
sondern stellt ein separates System dar, das ebenfalls Ausgaben aus dem Areal V1 liefert. Die
Phasenblindheit ist im allgemeinen bei den komplexen Zellen nicht gegeben, wohl aber exakt fiir
komplexe und néherungsweise auch fiir reelle harmonischen Gitter mit der Frequenz &y und einer
Verschiebung ¥

I(Z) = % Iycos@l (Z—7) o=e Io[6(3— @)+ 6(S+ Do) e "7, (1.3-10)

2

N V dPw Io [5(& — Go) + 0(& + @o)] 79 T (&)
R2 '

R 2 R 2 T R
= B [0s, 1@+ |, 2(-0)| + 2Ree T (@) ,;(—%)}(13—11)

= 12 |, @)+ [, (-] + 205, @0 <(~F0) cosw(?g}

E

da 1/350 E(J)’O)d;f E(—J}o) vernachléssigbar klein ist. Die kleine Rechnung zeigt, dafl die Antworten
’ Zo

komplexer Zellen weniger empfindlich gegeniiber ¢ sind. Wéahrend die Modellierung einfacher Zel-
len mit Gaborfunktionen weitestgehend anerkannt ist, findet man in der Literatur bei komplexen
Zellen verschiedene Ansétze. Beispielsweise werden in (Spitzer und Hochstein, 1985) die Antworten
von zwei Untereinheiten, die jeweils aus einer Zeile von Center-Surround-Zellen bestehen, gleich-
gerichtet und addiert.

Vielfiltige Beobachtungen des Antwortverhaltens und die darin auftretenden Nichtlinearitdten
sind die Hauptschwierigkeiten beim Finden eines adédquaten Modells fiir komplexe Zellen.

1.4 Technische Anwendung

Gaborfunktionen des Typs in (1.3-8) unterstiitzen leistungsfihige Objekterkennungsverfahren, wie
das aus (Lades et al., 1993). Hierbei wird eine Gaboranalyse auf einigen wenigen Punkten #, des
aufgenommenen Bildsignals durchgefiihrt. Diese Punkte liegen aber nicht véllig unabhéngig vonein-
ander verteilt, sondern gehoren zu einem Graphen. Die Betréige der lokalen Gabortransformierten
werden nach sémtlichen Werten von k in Vektoren, den sog. Jets, gespeichert. Auf gleiche Weise
sind auch die Modelle, mit denen die aufgenommenen Bilddaten verglichen werden sollen, in einer
Datenbank représentiert. Aus den Daten von Knoten und Kanten des Graphen und des Modells
wird eine Kostenfunktion synthetisiert, die anschlieffend mit einer stochastischen Suche minimiert
wird. Die Verwendung komplexer Zellen hat den Vorteil, daf§ die Antwort einfacher Zellen in beiden
Kanaélen bei fiir die Objekterkennung wichtigen hochfrequenten Signalanteilen Oszillationen in der
Umgebung dieser Merkmale enthélt. Ein weiterer Grund sind leichte Verschiebungen, die die Ka-
mera und damit das Eingabebild gegeniiber den Knoten des Graphen erfahren und bei komplexen
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Zellen kleinere Verdnderungen des lokalen Merkmals bewirken. Diese Eigenschaft 148t sich auch
zu einem Kriterium verarbeiten. Geht man von einem leicht verschobenen Bildsignal I(Z — #7)
aus, so verschiebt sich auch die Gabortransformierte, J;(Zo — Z1). Die oben erwihnte Eigenschaft
komplexer Zellen lautet als Formel:

) — (o) (1.4-1)

" [«7@(50 — @) — |Tp(#) ]
| T5 (@)

Der Nachweis kann durch langwieriges Nachrechnen erfolgen.

2 Bildverarbeitung

Wie in jeder Arbeit, die von der Darstellung oder Verarbeitung von Signalen handelt, sind Fre-
quenzraumdarstellungen unverzichtbar. Deshalb werden hier zur Einfiihrung der Nomenklatur die
elementaren Transformationen fiir Signale in kontinuierlichen und diskreten Hilbertrdumen zusam-
mengestellt.

2.1 Kontinuierliche Transformationen
2.1.1 Die Fouriertransformation

Die in dieser Arbeit durchgéingig benutzte Notation fiir die zweidimensionale kontinuierliche
Fouriertransformation ist

@) = FT{f@}@) = = | & (@)%, (2.1-1)

- 2T R2
Die Transformation vom Frequenz- in den Ortsraum lautet dann entsprechend

T —

) = i/m Pw f(@)e™ @ (2.1-2)

=
8
N~—
I
—
=S|
H
~
=
g
—
—
8

Einige Eigenschaften der Fouriertransformation sind im Anhang A.1 zusammengestellt.

2.1.2 Die Gabortransformation

Fiir die Darstellung und Verarbeitung lokaler Bildmerkmale sind Gaborwavelets ein leistungsfihiges
Werkzeug. Sie sind durch

E|2 _umitis oo o2

Y (F) == @e* (elkT‘T - e*T) (2.1-3)
o

definiert. Ihre Frequenzraumdarstellung

_o?le—Fk|? _ U2 +2112)

1;12(‘@ —e 2k _—¢ 2|72 (2.1-4)

macht deutlich, dafl ein solches System bei fesgehaltenem k eine Gaufiglocke im Frequenzraum
positioniert, wie in Abb. 3 zu sehen ist. Der zweite Term in (2.1-4) dient zur Unterdriickung des
Gleichanteils, was eine wichtige Voraussetzung dafiir ist, dafl die Gaborwavelets zulissig? sind:

¥7(0)

Die Zerlegung des Bildes I(Z) nach Gaborwavelets wird in Form einer Faltungsoperation im Orts-
raum

0. (2.1-5)

Te@) = [ 1&gl — ) = 1@) (o) (2.1-6)

2Was ,,zuliissig® bedeutet, s.u.
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Abbildung 3: Teilweise Abdecljung des Frequenzraums durch Gaborfunktionen. Die Kreise stellen Gauj3-
funktionen dar, die jeweils um k vom Nullpunkt verschoben sind. Dargestellt sind 8 Orientierungen und 3
Skalen.

und einer Multiplikation im Frequenzraum
Ti(@) = 2 (@) (&) (2.1-7)

geschrieben. Fiir eine endliche Menge an k kann die Wavelet-Transformation (2.1-6) als Ausga-
be einer Filterbank angesehen werden, deren Einzelfilter verschiedene Bereiche im Frequenzraum
iitberdecken.

2.2 Diskrete Transformationen
2.2.1 Signalabtastung

Fiir die Verarbeitung durch digitale Systeme werden die in den vorhergehenden Abschnitten kurz
beschriebenen Filteroperationen auch diskretisiert betrachtet. Das Bild I(#) wird daher durch
dquidistante Gitterpunke mit Abstand A, dem Abtastintervall, in beide Koordinatenrichtungen
abgetastet, weshalb die Notation fiir die Bildsignale auf

I() := I(AA) Vi € Z? (2.2-1)

geiindert wird. Man geht dabei davon aus, dafl beziiglich der Grenzfrequenzen Jg das Nyquist-
Kriterium -
ohe; <1 Jef{l2} (2:2-2)

erfiillt ist. Das eindimensionale Nyquistintervall sei in dieser Arbeit
N = [-m7]. (2.2-3)

Das Abtasttheorem bezeichnet die Rekonstruktionsformel kontinuierlicher Signale aus ihren Ab-
tastwerten und ist im Anhang A.4 angegeben.
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2.2.2 Die zweidimensionale ortsdiskrete Fouriertransformation

In vélliger Analogie zu (2.1-1) kann die ortsdiskrete Fouriertransformation mit

f(#) = DSETLf()}7) = o= 3 flie 7 (2.2-4)

nEZ2

und die inverse ortsdiskrete Fouriertransformation mit

£0) = IDSET(F P} = 5 [ v fo)e ™ (2.25)

angegeben werden. Bei solchen Darstellungen ist es tiblich, den normierten Frequenzvektor
V=dA e N xN (2.2-6)

zu benutzen. f(7) ist periodisch fortgesetzt, d.h. es gilt f(7) = f(7 + 2111 + 2mja&s). Ist die
Nyquistbedingung nicht erfiillt, d.h. die doppelte Grenzfrequenz gréfler als die vorgesehene Peri-
odenléinge kommt es zum Aliasing. Die Abtastrate ist in diesem Fall nach oben zu korrigieren.

Entsprechend koénnen auch die Gaborfunktionen und die zugehorigen Transformationen in ab-
getasteter Form als

wg(ﬁ) = "!}E(ﬁA) Hk!Q w (eiETAﬁ —efé)
o
~112 RIZ1AN2 2
= e () <) (227)

und im Frequenzraum beziiglich der DSFT (s. (A.2))

o, 1 [ —<iz=gy? 2 URIZ+171%) 1 .
= — 2||R — 2 o Jp— - -
§5(7) = gz | HE - TR - L) (228)
mit .

R=Ak e N xN. (2.2-9)
dargestellt werden. Um sich des Vorfaktors zu entledigen, sollen die ortsdiskreten Gaborwavelets
neu definiert werden:

2 2121712 T .
L e (2.2-10)
g
i (2.2-11)
. _o2llp—&|? a2 (IR |? +17 1%
Yve(P) = e 2RIPF T —e T 2IRIP (2.2-12)

Die diskrete Gaborwavelettransformation erfolgt nun durch

Tx(i) = Y I(i (it — i) = I(ii) * vz (i) (2.2-13)

' €72

bzw. A
Jx(7) = 271 (0) = (7). (2.2-14)

Einige Eigenschaften der DSFT und der Zusammenhang zur FT finden sich im Anhang A.2.

2.2.3 Die zweidimensionale Z-Transformation

Ausgehend von der expliziten Schreibweise der DSFT

oo oo

1
f,ve) = o Z Z fn,mg)e i ven (2.2-15)
s

ni=—00 Ng=—00
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setzt man den Exponenten des Transformationskerns holomorph fiir beide Variablen in die gesamte
komplexe Zahlenebene fort

e~ Wit e~y e (1,2} (2.2-16)

und fiithrt die Variablen ‘
zj = et e (1,2} (2.2-17)

ein. Somit wird ein Nyquist-Intervall einer Dimension in die ganze komplexe Zahlenebene konform
abgebildet. Daraus ergibt sich die Definition der zweidimensionalen Z-Transformation:

f(z1,22) = ZT{f(n1,n2)} (21, 22) = QL Z Z f(ni,ne)zy "Mzy 2. (2.2-18)

Da bei weitem nicht fiir alle Funktionen die Summen in (2.2-18) konvergieren, soll f(7) = I(7)
iiber einen endlichen Trager verfiigen, wie es bei Bildern der Fall ist:

. N1 1N2 1
I(Zl, 22) = ZT{I(nl, 7?,2)}(21, 2’2 2’/T Z Z nl, TLQ 2’2 (22—20)

ny= OTLQ 0

kann daher als ein Polynom in den Variablen 2, und z; ' interpretiert werden.
Die Z-Transformation wird im Abschnitt 7 zur Herausstellung der Polynomeigenschaft von
DSFT und DFT Verwendung finden.

2.2.4 Die zweidimensionale diskrete Fouriertransformation

Fiir numerische Operationen im Frequenzraum muf dieser ebenfalls abgetastet werden, und zwar
mit soviel Punkten, wie auch fiir das Bildsignal im Ortsraum vorgesehen sind:

Wy = QKW = NA; = NA,, (2.2-21)
2 2
= Awl = AAlpl = —Trpl, (22—22)
Ny
A 2
= Au)g = AAQpQ = _7Tp27 (22—23)
Ny

wobei A das Frequenzabtastintervall und w,4 die Abtastrate bezeichnet. Da fiir eine verlustfreie
Frequenzabtastung der Ortsraum begrenzt sein muf, verfiigt das Bildsignal iiber einen endlichen
Triger. Aufgrund einer anderen Achsenskalierung im Frequenzraum ist dieser mit einem anderen
MaB ausgestattet, weswegen der Vorfaktor korrigiert werden mufl. Damit und mit (2.2-21) kann
daher die diskrete Fouriertransformation

Ni—1Ny—1 ) .
f(p17p2) = DFTN17N2{f(”17”2)}(P17P2 n2 7N1 nlple_ZN—r"anz
n1 =0 no= =0
(2.2-24)
und deren Umkehrung
Ni—1Ns—1
f(n1,n2) = IDFTN, N, {f(p1, p2) }(n1,m2) = pa)e N IR a2

n1 0 no=0
(2.2-25)
definiert werden. Wichtig ist noch anzumerken, dafl das Bildsignal sowohl im Orts- als auch im Fre-
quenzraum als periodisch mit N7 bzw. mit Ns fortgesetzt angesehen werden mufl. Die Durchfithrung
der DFT oder der IDFT entspricht daher der Berechnung von Fourierkoeffizienten aus Fourierko-
effizienten. Im Anhang A.3 ist u.a. der Zusammenhang zwischen DFT und FT zu finden.
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2.2.5 Angepafite Abtastung von Gaborkernen

Im kontinuierlichen Fall ist die Ubertragungsfunktion eines einzelnen Gabor-Filters @E(u_}) nicht
bandbegrenzt, sondern auBer bei & = 0 von null verschieden. Da die GauBglocken jedoch sehr
schnell abfallen, kann fiir die numerische Umsetzung davon ausgegangen werden, dafl dieses Fil-
ter einen Bereich aus dem Frequenzraum ausschneidet. Der Schwellwert, unterhalb dessen alle
Amplituden zu null werden, sei § (0 < 8 < 1) bei den Frequenzen Jg:

. _2lag—k|I? _2URIZHIS512)
Vp(@s)=B=e 20512 — e 2(1%]12 . (2.2-26)
Abgeschnitten wird aulerhalb von Kreisen mit dem Radius r; = ||ds — k|. Da das Wavelet nur an

einer einzigen Stelle im Frequenzraum lokalisiert ist, kann auflerhalb dieser Kreise die periodische
Fortsetzung erfolgen. Als Abtastrate fiir die Punktantwort (%) kann somit

2m
wpa = K = QTE (2.2—27)
festgesetzt werden. Man vergleiche dazu Unterabschnitt 6.4.3. Dies stellt eine Verallgemeinerung
der Nyquist-Bedingung dar, da die eigentliche Grenzfrequenz nicht mehr von Bedeutung ist. Um
das Abtastintervall A in Abhingigkeit der Schwelle 8 angeben zu konnen, wird in (2.2-26) eine
Naherung benutzt, ohne die das Auflésen dieser Gleichung analytisch nicht méglich wére:

2

. _ o2leg-FI2 s
Vp(@s) =8 =~ e 2P =¢ 2F7
1 027“1% o2n?
= In—- = ko
2[[k|2 2[k[2A2
or 1 (2.2-28)
I\ /2 % '

Eine genaue Angabe ist nicht moglich, also sollte 5 entsprechend niedrig gewéhlt werden, um vor
bemerkbaren Aliasing-Effekten sicher zu sein.

® 060006 060 00
® 060006 060 00
® 060006060 00
0O O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOoOOo
OO O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0oOOo

o O

Abbildung 4: Das Koordinatensystem mit dem endlichen Trager B.
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3 Die kontinuierliche Gaborwavelettransformation

3.1 Zweidimensionale kontinuierliche Gaborwavelets

In spéteren Abschnitten gewinnt die Tatsache, dal man es hier nicht mit einer beliebigen Filterbank
mit einander iiberlappenden Frequenzbéindern sondern mit Wavelets zu tun hat, an Bedeutung.
Zunéchst muf} aber der Begriff ,, Wavelet“ definiert werden.

Definition 1 Eine Funktion 1(Z) # 0 mit ¥ € R? ist genau dann ein Wavelet, wenn
0< / d*w M < o0 (3.1-1)
R2 &3]
gilt. (3.1-1) nennt man Zulissigkeitsbedingung®
Die Zulédssigkeit kann daher durch zwei Bedingungen formuliert werden:
e Die Waveletfunktion hat keinen Mittelwert, 4(0) = 0.
o Die Waveletfunktion hat im Frequenzraum einen starken Abfall fiir grofier werdende || |].

Der Sinn dieser Definition wird in den néchsten Abschnitten gekldrt. Von nun an werden zwei No-
tationen fiir Gaborwaveletfunktionen verwendet, ndmlich 1, das schon in (2.1-3) definiert wurde,
und die im folgenden eingefithrte y-Bezeichnung. Zweidimensionale Wavelets gehen durch Trans-
lationen Ty, Orientierungen ¥ und Skalen a aus einem Mutterwavelet x(Z) hervor (Lee, 1996). Die
Menge der auf diese Weise aus einem Mutterwavelet gebildeten Funktionen,

L (a1 -2 Ty — Tz . T1— To1 . Ty — To2
Xwor.zoz,a,9(L1,T2) = =X | ———— cos ¥ + ——=sin), —————sin + —— cos ¥ | ,
a a a a a

(3.1-2)
nennt man Waveletfamilie. Eine etwas kompaktere Schreibweise sei mit
L 1o (QM)(F - o)
Xro,a,ﬁ(x) - CLX ( a
- - - - 1,—idT &
Xaoa0(@) = ax[Q(I)dale™™ (3.1-3)
angegeben, wobei die Matrix
costY  sind
Q) = [ —sind  cosv } (3.1-4)

die Drehung um den Orientierungswinkel ¥ durchfiihrt. Das Mutterwavelet, welches den Satz von
Gaborfiltern hervorbringt, wird als

1 . T 52
X(f> _ ;eféﬂsm,-z\ﬁ (emTel _ 677) (31—5)
D) = e 3ISTh@-EIP _ o= 3IS; 8P +0?) (3.1-6)

definiert. Die Gauflglocke hat also elliptische Form, deren Hauptachsen durch

OQ =

S = { ] N (3.1-7)

3Diese Zuverlissigkeitsbedingung gilt beziiglich der durch die Translationen, Skalen und Orientierungen in (3.1-3)
definierten Gruppe. In (Murenzi, 1989) ist ein gruppentheoretisch ,sauberer Ubergang von der affin-linearen Gruppe
aus Skalen und Translationen auf die in dieser Arbeit benutzte. S. dazu auch (Louis et al., 1994). Eine gruppen-
theoretische Behandlung wiirde hier allerdings zu weit fithren.
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vorgegeben werden kénnen, wobei die Ausbreitung der lokalisierten ebenen Welle immer in Rich-
tung der kleineren Hauptachse erfolgt. Des weiteren wird die Abkiirzung

& = [ . ] (3.1-8)

verwendet. Die Analyse des Bildsignals I(Z) mit den Wavelets X z,.q,9(Z) wird iiber ein Skalarpro-
dukt berechnet:

I(Zo,a,9) = GWT{I(Z) }(Zo,a,9) = (I, Xzg.a.9) = / d*z H(Z)X%, 0.0(T) (3.1-9)
R2

Das Signal wird somit auf die Waveletfamilie projiziert. Die Menge aller Punkte Zg,a, v wird
Phasenraum genannt. Dieses innere Produkt existiert, wenn

[(#) € LARY) A Xayao(d) € L2(R?) (3.1-10)

gilt. Bei L?(R?) handelt es sich um die Menge der energiebeschriinkten Signale aus R?:

f(@) e 2RY) = &z |f(D)|? < oo. (3.1-11)
RZ

Die folgenden Uberlegungen gelten der Umkehrung dieses Prozesses, d.h. der Transformation

1(Z) = IGWT{Z(Zo, a,9) } (). (3.1-12)

3.2 Signalrekonstruktion aus zweidimensionalen Gaborwavelets

3.2.1 Die inverse Gaborwavelettransformation

Die Gaborwavelettransformation kann auch folgendermafien dargestellt werden:
I(Zo,a,9) = (I, Xzp.a0) = (I, Xz0,00)

| P T@)X0,0(@)

- / d*w [(&)ay* [Q(9)@ale™ Fo
R2

= 20IFT{ax*[Q(9)Da]l (&)} (Zo). (3.2-1)

Eine direkte Folge daraus ist

— | PxoI(F, a,9)e @ T = 2max*[Q(9)@all (). (3.2-2)
2 R2
Mit einer Division durch x*[Q(¢#)@a] und einer inversen Fouriertransformation lieBe sich aus (3.2-2)
eine Formel fiir das Ursprungsbildsignal I(Z) angeben. Allerdings liefert dies keine wirkliche Lésung,
da Gaufiglocken nach auflen hin beliebig klein werden, weshalb deren Inversion aufgrund fehlender
Konvergenz bei der Riicktransformation praktisch nicht durchfithrbar wéare. Gerade in der noch zu
behandelnden abgetasteten Form auf einem endlichen Tréger ist eine derartige inverse Filterung
numerisch nicht sinnvoll. (3.2-2) mit 2rw(a, ¥)X[Q(P)Ja] multipliziert, ergibt
PoZ(Fo, a,9)e ™ w(a,9)R[Q(9)Ea] = dr*w(a, D)a [{[Q(9)Fal|” I(@). (3.2-3)
R2
w(a, ) ist eine Gewichtsfunktion, die zunéchst nicht stort, sich aber spéter eher als niitzlich heraus-
stellen wird. Zur weiteren Verarbeitung wird (3.2-3) iiber die Variablen a und ¢ in ihren jeweiligen
Grenzen integriert:

27
/ da / dd w(a,?) / A2z I(Zo, a,0)e @ PR[Q(9)&a] =
R+t 0 R2

4 /1R+ da/o " d0w(a,9)a Q)T 1@) = Y (@)I(@). (324
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Um aus dieser Gleichung das Bildsignal I(Z) rekonstruieren zu kénnen, mufl
2m
V(@) = 4r? / da [ ddw(a,d)a$[QW)Fd]? (3.2-5)
R+ 0

die Bedingung
0<A<Y(W)<B<x (3.2-6)

erfiilllen. Die IGWT kann nun formal mit

~ T

2
(@ = Y ') / da / dv w(a, ) / Az I(Zo, a,)e™"* ToR[Q(V)Da]
R+ 0 R?2
1/~ da [*7 2 = A -
=Y (w) _ dﬁw(avﬁ) d Zo I(x07a719)Xﬂ?o,a,19(w)
R+t @ 0 R2

d 27 ~
= / a dﬂw(a,ﬂ)/ d*xo I(Zo,a, ) """ (&)
R R2

+ a Jo

!
da 2

@ = / QT dw(a,9) | Pao (@, a,9)F (&) (3.2-7)
Rt @ Jo R2

angegeben werden. 0%V (%) sei eine durch

@) = YT D) R0 (@)

3 1 i (23,

Xorl@) = oo | dPwY T (@)aR(Q)dale ) (32:8)
2T R2

definierte Familie neuer Wavelets, von denen alle ohne Translation

0. 1 ST
V@) = o [ PeY T (@axlQ)Fae™
2 R2
1 (e T Q) -
N (M) (@) AR (3.2-9)
2ma Jrz a

sind. Um diese Funktionen tatséchlich als Wavelets interpretieren zu kénnen, mufl

o () = %Xm,o (%ﬂ)v’?) - v (M) —Y(®) (3.2-10)

a
gelten. Diese Bedingung 148t fiir Y (&J) nur eine Wahl zu:
Y (&) = C' = konst. (3.2-11)

Diese Vorgabe muf} allerdings noch in (3.2-5) verwirklicht werden:

2T

0:4772/ da | d9w(a,9)a|R[Q(9)Bd]”. (3.2-12)
Rt 0

Fiir eine bessere Ubersichtlichkeit benutzt man die Substitution

£=QMW)Fa,  dady = ﬁd%, (3.2-13)

woraus 9
C=4r® | e )% (E) 3.2-14
i G G (3214)
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folgt. Mit der Wahl w(a,?¥) = % kann die Konstante C' mit

A2 2 (¢ )|2 9.
C=4r /]R2 §||£||2 (3.2-15)

angegeben werden, womit auch die Definition 1 gerechtfertigt ist. Um einen Zusammenhang zu den
oben als ¢ (Z) definierten Gaborwavelets herzustellen, fithrt man in

(7)) = IGWT{I(fO,a 9H(E)

2m
= o [ S [ R T@a )@

27 . . .
_ o da / 29 0 T(To, a0, 0)x ((ml xo1) cos? + (z2 — x02) sm19’
Rt @ R2 a
—(z1 — xo1) sin ¥ + (z2 — zp2) cosﬁ) (3.2-16)
a
die Substitution )
7 | k| _ 1] cosd 3.9
k= [ ko } _a[ sin ], dad¥ = a”dk (3.2-17)
durch:
(%) = C~ / d*k ||k||/ AP0 I(Zo, ko) -
X[k1(z1 — wo1) + k2(z2 — wo2), —k2(z1 — w01) + k1 (22 — wo2)]- (3.2-18)
Mit
xlk1(z1 — 01) + ko (22 — ®02), —k2 (21 — @01) + k1 (2 — 202)] =
N S Ll . Y ot R 2y 1 L
= 0_26 202 (e 2 ) = HEH2wk(l‘ SL’())
o UE(E — ) = v (@) (3:2-19)
= QS YTy —T z x 2-
I ]2 Fo"
(V5 7 (L) = ¥5(F)) ergibt sich daraus
I(Z)=C""! / d’k W d2x0 (& — T)Z(o, k), (3.2-20)
RZ
wenn )
o=r, Ser = —1L (3.2-21)
o
In gleicher Weise kann man in (3.1-9) den Vektor & einfithren und
Ti(&o) = || K| Z (o, k) (3.2-22)

setzen. Daraus ld8t sich das Transformationspaar zur Analyse und Synthese kontinuierlicher Bild-
signale mit Gaborwavelets angeben:

Te(o) = GWT{I(D)}(Zo, k)

/W P I(Z)Yp(To — &) = 1(Zo) * (), (3.2-23)

1(Z) = IGWT{J;:(Zo) }H(&) C_l/RZ d*k III;IIQ /IR o Ti(Zo)vp(Z — o)

1
= C7' | IPk—=—Tp@) xvp(Z 2
07 [ )+ e, (3:2-24)
2
C = 4n° = |g, (€)]2. 3.2-25
w/w a5l @ (3.2-25)



28 IR-INI 99-03, (© 1999 Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitit Bochum, FRG

Nach der neuen Notation ist vz, (Z) = w[é](f) das Mutterwavelet und w’;(f) = C (@) -

zusammen mit sémtlichen Translationen — die zu 1 (Z) duale Waveletfamilie. (3.2-25) zeigt, warum
(2.1-5) unabdingbar ist: Bei einem von null verschiedenen Mittelwert wiirde die Konstante und
somit die dualen Wavelets nicht existieren. Eine Rekonstruktion wére dann nicht moglich.

Die Koexistenz der beiden Gaborwaveletfunktionen x(-) und t(-) trégt eigentlich nicht zur
Ubersichtlichkeit bei. Die 1)-Notation entspricht der aus (Lades et al., 1993), die Skalen und Orien-
tierungen werden iiber den Vektor k dargestellt. Der Vorfaktor ||k||2 sorgt dafiir, daB alle Gaborker-
ne im Frequenzraum dieselbe Hohe haben. Demgegeniiber fallen sie bei der y-Notation fiir steigende
Frequenz ||| aufgrund des Vorfaktors im Ortsraum 2 ab. Desweiteren sind Orientierungen und
Skalen direkt mit ¥ und a parametrisiert, sowie auch elliptische Gaborfunktionen zugelassen. Der
x-Darstellung wird meistens der Vorrang eingerdumt.

3.2.2 Alternative Methoden der Signalrekonstruktion

Um auf analytische Weise das gaborwavelettransformierte Signal zu rekonstruieren, kann an der
Stelle von (3.2-2) ein alternativer Weg beschritten werden. Statt mit 27mw(a, 9)x[Q(9)da] multipli-
ziert man die Gleichung mit 27w(a, ¥, p)X[Q(¢)Da]? (p € Ny).

27
Y, (&) = 4n? /R _da / dYw(a,?, p)ay [Q(W)@a)’ (3.2-26)

steht dabei in Analogie zu (3.2-5). Y, (&) kann auch in diesem Fall nur eine Konstante sein, wenn
w(a,d,p) = a% gilt:

o E\p+1
C, = Y, (&) = 4r2 /}R K& X%p; . G =C. (3.2-27)

Da 0 < C) < oo gelten mufB, kann (3.2-27) nicht von jeder Waveletfunktion erfiillt werden, wohl
aber von Gaborwavelets, da der Integrand in (3.2-27) bei 5 = 0 aufgrund der Mittelwertfreiheit

von )2(5) keine Singularitit hat, und die Gaufifunktionen nach aufien hin schnell abfallen. Analog
zu (3.2-5) kann das Eingabebild nach

27
I(JJ') = Cp—l ]RQd?ggO /1R+ a2/ d9T xo,aﬁ) [Q(ﬂ)&ia]pe_m Zo

2m
2 = s - —id" T
C e d“zo /]R+ PO /0 dYI(Zo, a,V)Xg,,.9(5) e 0 (3.2-28)

27 p
2 g — —
(2m)P— IC /]Rz &"zo /]R+ a?tp / Lo, 0, 9) jllll*xﬁ’a,ﬁ (¥ —7o) Vp>1

onCy d%O/ G0 [ 19750, 0)0(5 — 7o) p=0 "
R2 R+a 0

—oreit [ [T 913 0, )
0 R+ a2 0

(3.2-29)

wie bei (Potzsch, 1994) wiederhergestellt werden. Warum Rekonstruktionen mit p # 1 als subop-
timal anzusehen sind, wird im Unterabschnitt 4.2.3 mit Hilfe der Frame-Theorie gezeigt.
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4 Frames

4.1 Kontinuierliche Wavelet-Frames

Der Nachweis der eingangs geforderten Energiebeschranktheit soll nachgeholt werden:

loell? = / &P ()2 =
RZ
lbell? = / 0P [i(@) 2
R2
= 77‘]72” (1—26_37+e_”2)<oo < k] <
= (@ € ILARY),
bzw.
™ _ 302 _g?
Ixapal® = I = 2 (1-2e7F +e77). (41-1)
oT

Zur Motivation des Framebegriffs soll der wesentliche Unterschied der Kodierung analoger Bildsi-

gnale mit kontinuierlich parametrisierten Waveletfunktionen und beispielsweise und der durch die

Fouriertransformation herausgearbeitet werden. Er wird im néchsten Abschnitt verallgemeinert.
Wenn man (3.2-23) in (3.2-24) einsetzt, so erhilt man

(%) = C*I/ Pk — /dzxo/ ' (T — To)bg(Zo — 7)1(Z) (4.1-2)
R2 IIk]|? /r2 R2

1
= §@F-7) 2 c—l/ Pk — /d%owg(f—fo)w,;(fo—f’)
Rz [k JRe
1 B .
Lot [k [ Paoug, g(@)n pl)
Rz [|k]? Jr2 ’ ’
1
2 c—l/ d?k — / Proy, f(E)WE (). (4.1-3)
Rz [k JR2 o o

Uber diesen Ausdruck a8t sich jedes energiebeschriinkte Signal darstellen, also auch die Wavelets

1/);17];,(:5):

. B 1 )
Ve (@ = 71 dk— e ¢
’ R IR Jme 7V s,
1 =
- ST / Ao (Y7 g B 7(E)- 4.1-4
/m 1512 Jre of P L €)) (4.1-4)

Die Gaborwavelets sind nicht orthogonal zu ihren dualen Funktionen, d.h.
1
K112

<¢fl’glv 1/)50,15> = Cil <7/’51,E’7 wa,E> 7_é 5(50 - fl)(s(lg - El) (41_5)

([
Das bedeutet aber auch, dafl ein Wavelet durch eine Linearkombination aus anderen Wavelets auf-
gebaut werden kann, weshalb sie linear abhéingig sind. Daher handelt es sich bei den Gaborwavelets
(CPS (%) nicht um eine Basis, sondern um einen Frame. Die vollstindige mathematische Definiti-
on ist in Abschnitt 4.2 angegeben. Fiir die Fouriertransformation lautet die (4.1-5) entsprechende

Beziehung

1 ST

“T = T
d2wezw ze W

— Y5z 4.1-6

=g (- 2), (4.1-6)

woran sich deutlich erkennen 148t, dafl eine Orthonormalbasis vorliegt.
Die Gaborwavelets sind ein Frame, wenn

AP <1713, < BII® & (4.1-7)
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1
A/ d2x|I(f)|2§/ d’k — / d%o\j,;(fo)PgB/ d*z |I(Z)|?. (4.1-8)
R2 R2 Ik]|? /2 R2

Die Konstanten A und B werden Frameschranken genannt und erfiillen

0<A<B< (4.1-9)

und sind mit den Grenzen in (3.2-6) identisch, was sich zeigen lift, wenn man (3.2-6) mit |1(3)|?

multipliziert und iiber den gesamten Frequenzraum integriert. Der Index H 7 verdeutlicht, daf die
Norm iiber einen anderen Hilbertraum definiert ist. Fiir die hier betrachteten Gaborwavelets ergibt
sich dadurch

A=B=0C"" (4.1-10)

Ein solcher Frame wird nach (Louis et al., 1994) fest genannt (tight frame).

4.2 Allgemeine Frames

Wie im vorangegangenen Abschnitt bereits beschrieben, ist das Funktionensystem der Gaborwa-
veletes aufgrund linearer Abhéngigkeiten keine Basis. Jedoch ist eine solche Zerlegung vollstandig,
da, wie in 3.2 gezeigt wurde, eine exakte Rekonstruktion méglich ist. Die Theorie der Frames wurde
von Duffin und Schaeffer 1952 in (Duffin und Schaeffer, 1952) begriindet. Eine stellenweise brauch-
bare Einfithrung in Frames als Mengen von Vektoren liefert (Pei und Yeh, 1997)%. Mit Funktionen,
die hier ohne Argument angegeben sind, soll wie mit Vektoren umgegangen werden, z.B. kann das
innere Produkt auch (f, g) = g™ f geschrieben werden.

Definition 2 (Kaiser, 1994) Sei H ein Hilbertraum und sei M ein Mafraum mit dem Maf p. Ein
(allgemeiner) Frame in H ist ein Funktionensystem Hyr = {hm € H| m € M} mit folgenden
FEigenschaften.

o Fiir jedes f € 'H ist die Funktion F: M — C,
F(m) = (f, hin)w = by f, (4.2-1)
mejfSbar.
e Es existieren zwei Konstanten 0 < A < B < 00, so daf fiir jedes f € H
Al < 1FI72 0 < Bl (4.2-2)
gilt.
A und B sind die Frameschranken. (4.2-2) nennt man Framebedingung.

Der Begriff des Frames beinhaltet auch den der Basis, d.h. wenn A = B = 1 gilt, ist (4.2-2) die
Parsevalsche Gleichung. (4.2-2) ist auch zu entnehmen, dafl die beiden Réume, also der Raum des
Original- und des transformierten Signals, im allgemeinen mit unterschiedlichen Maflen ausgestat-
tet sind. Die Normen werden somit fiir kontinuierliches M durch

1Fla0 = [ dutmlF )P (4.23)
und fiir diskretes M durch
1F N2 = D walFOR)? (4.2-4)
meM

berechnet. Die bekanntesten Frames sind Wavelets und Gaborfunktionen.

4 Aufgrund von Fehlern an wichtigen Stellen ist Vorsicht geboten.
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4.2.1 Die Frametransformation als Operator

Zur Darstellung der Frametransformation eignet sich der lineare Operator
T: H— L*p), Tf =7F, (4.2-5)
auch Frameoperator® genannt. Dazu existiert der adjungierte Operator
TU: L) oM, (Tf.G)e = (AT Gn & GTTf=(TTG)" L. (4.2:6)
Diese Darstellung erméglicht es, (4.2-2) in

A P ST T2y < B fin

Al 1) < (FTPT )3 < B(F1f)n

AfFIf < fFTTTf < BfFIf

AL<TYT < BI

AT< G < BI (4.2-7)
Bl1<G <A™ (4.2-8)

umzuschreiben. Die Vergleichsoperatoren beziiglich linearer Operatoren sind im Sinne ihrer Defini-
theit zu verstehen. (4.2-7) bezeichnet die Framebedingung in Operatorform. G = TTT ist selbstad-
jungiert (G = G7) und téitigt die Abbildung H — H. Er wird in (Kaiser, 1994) metrischer Operator
genannt. Um das urspriingliche Signal f aus seiner transformierten Form wiederherzustellen, kann
der einfache Zusammenhang

f=G'TtF=(TtT)"'T*F =(TTT)'T*Tf = f (4.2-9)

benutzt werden. Wie im diskreten und endlichen Fall mit Vektoren und Matrizen findet hier eine
Approximation im quadratischen Mittel statt, so da der Rekonstruktionsoperator (T+T)~!T+
vollig analog zu klassischen Kleinste-Quadrate-Problemen der Moore-Penrose-Inversen entspricht.
In gleicher Weise projiziert

P=TG 'Tt =T(T*T)"!T* (4.2-10)

sdmtliche Funktionen aus L?(u) orthogonal auf den Bildbereich F von T. Die einzigen Bedingungen,
die T dabei erfiillen muB, sind Linearitdt und Stetigkeit.

Um diese recht formale Operatornotation mit Leben zu fiillen, muf} eine Verbindung zur bisher
benutzten Funktionenschreibweise hergestellt werden. Aber zuvor noch einige Definitionen: Die zu
h. duale Familie sei

™ =G hy (4.2-11)

und der duale Frame
HM = {h™| me M}. (4.2-12)

Aus (4.2-9) kann man nun direkt die Vollsténdigkeitsrelation ablesen und zu

G'G=1 = /du(m)hmhgchl/ du(m)haht
M M

= G / du(rm)hgh . (4.2-13)
M

weiterverarbeiten. Der zugehorige metrische Operator fiir den diskreten Fall lautet

G= > mahahf. (4.2-14)

meM

5Die Bezeichnung ,,Frameoperator® fiir T stammt von (Kaiser, 1994). Andere Autoren benutzen ihn fiir T+T.
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Auch die inverse Frametransformation kann in Operatorschreibweise bequem formuliert werden:
f = / dp(m)h™ F () (4.2-15)
M
& f@) = / dp(m)h™ () F (). (4.2-16)
M
Der Beweis kann einfach durch Nachrechnen erbracht werden:
f=(TTD)'TtF = / du(m)h™ F (171)
M

G [ dn(iihF ()

M
& THF = A i F )
= [TTrF = dp () f hos F (1)
M
& (TH'F = Mdﬂ(m)f*(m)f(m)
o FtF = /Mdu(m)mm)ﬁ (4.2-17)

Fir die Signalsynthese aus diskreten Frames (genauer: Die Frames sind nach ihren Indizes m
abzéhlbar) gilt vollig analog

fo= > pah™F(m) (4.2-18)
meM

& @) = ) pmh™(@)F (). (4.2-19)
meM

Das groite Problem bei der Signalrekonstruktion ist das Finden des inversen metrischen Opera-
tors, der fiir die Berechnung des dualen Frames gebraucht wird. Ist, wie im Falle endlicher und
abzéhlbarer Vektorrdume, der Frameoperator eine Matrix, deren Spalten den Framevektoren h,;
entsprechen, kann f mit den iiblichen numerischen Methoden zur Losung von Kleinste-Quadrate-
Problemen berechnet werden. Bei kontinuierlichen Wavelet-Frames ist dieser Aufwand aufgrund
ihrer besonderen Struktur nicht nétig, denn der metrische Operator ist hierbei G = C' = konst.

Um die Vollsténdigkeitsrelation herzuleiten, setzt man (4.2-1) in (4.2-16) ein und fordert, da8
die resultierende Gleichung

f=[ du(m)h™hlf (4.2-20)
M
fir alle f gilt, was auf
/ du(m) hmht =1 (4.2-21)
M
und analog auf
> p() Y =1 (4.2-22)
meM

fithrt. Multipliziert man (4.2-21) mit der Framefunktion hy-, so erhilt man

/ () hosh ™+ By — / (1) o K (72, 7)) = B
M M

o / du(m) K (i, m) F () = F(i) (4.9-23)
M
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bzw.
> u(m) K (i, m!) F(m) = F(i'). (4.2-24)
meM
Die Bedeutung der beiden letzten Formeln ist offensichtlich: K (m, ') ist ein reproduzierender
Kern (s. (Kaiser, 1994)), durch den jeder Funktionswert der Frametransformierten F aus anderen
Werten durch eine Linearkombination bestimmt werden kann. Das funktioniert nur dann nicht,
wenn
K(m,m') = hth™ = 780 (1m — ) (4.2-25)

gilt, d. h., wenn h; Vm € M eine orthogonale Basis ist. Gilt (4.2-25) nicht, so sind die h,; linear
abhéngig und bilden daher keine Basis.

4.2.2 Die Frameschranken

Nach (4.2-7) begrenzen die Frameschranken den metrischen Operator G. Dies 1a8t sich am besten
anhand des Rayleigh-Quotienten R(f) mit den Eigenwerten von G, den Quadraten der Singuléirwer-
te des Frameoperators T, quantifizieren. Der Rayleigh-Quotient ist fiir die Eigenfunktionen des
Operators ein stationédres Funktional, d.h., daf} die erste Variation verschwindet, so dafl

(f.Gf) _f*Gf
0<A=Xin <Rc(f)= = < Amax = B < 00, (4.2-26)
(f,.) f*r
wobel Apin und Apax jeweils der kleinste und der grofite Eigenwert des Operators G sind.
Solange das Funktionensystem h,; ein Frame ist, kann das Originalsignal vollsténdig aus F ()
rekonstruiert werden, wobei es fiir die Durchfiithrung wesentlich giinstiger ist, wenn ein tight Frame
vorliegt:

G = Al=BI (4.2-27)
= @) = % [ dutiihs ()7 7). (4.2-28)
1@ = 5 Y maha(@F0m). (4.2-29)

Der Vorteil hierbei ist, den metrischen Operator weder bestimmen noch invertieren zu miissen,
um die Signalsynthese aus der Frametransformierten zu erreichen. Vor allem in der digitalen Bild-
verarbeitung ist ein unbekannter konstanter Vorfaktor in vielen Anwendungen unproblematisch.
Dabei ist es oft ausreichend einen Frame zu benutzen, der nur ndherungsweise fest ist. Dies soll mit
der Grofle v = % > 1 quantifiziert werden. Ist v nur unwesentlich grofler als 1, benutzt man das
arithmetische Mittel der Frameschranken als metrischen Operator, was zu einer Rekonstruktion

2

f@ = 5 5 [, WhA@F () ~ T, (4.2-30)
@ = 3 b @) = § (4231)

fiihrt. Das bedeutet, daf§ der Frame bei der Rekonstruktion wie eine Basis behandelt werden darf,
was als erhebliche Vereinfachung anzusehen ist. Die Frage, ob es sich tatséchlich lohnt, kann nur
mit Hilfe eines globalen Fehlerkriteriums

S@ = If = fIP
2
— +m\—1p+ - _
= H(T ) 'T+F ywa A
2 2
- Hf—ATBGf
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2 2
1 (I_AJrBG) (I_A+BG)f

4 4
f* (I— 50 (A+B)2GG> f (4.2-32)

beantwortet werden. Mit Hilfe von
4 4 4u
1< G< I
v+1 T A+B “ov+1
4
4 o xtlhy A

v+1 7 v+1 T u+17 ve(f) €[4, Bl
L (PP &)
U—i—lISv—i-lISv—i-l’ v’l(f)—je[lw] (4.2-33)
und
4 4 41}2
(v+ 1)2I = (A+B)2GG = (v + 1)2'1
4 4n*(f) 4o?
Wr R S a1 =S 1)y vn(f) € [1,7] (4.2-34)

(aus (4.2-7)) kann eine explizite Fehlerabschitzung

s = 5+ (1= 80 T

2 dn(f) | 4n*(f)
171 (1_ ol (v+1)2>

(4.2-35)

angegeben werden. Bei den in (4.2-33) und (4.2-34) eingefiihrten Ersatzoperatoren ist nur ihre
Definitheit von Interesse, so daf3 es moglich ist, ein ganzes Fehlerintervall zu vorgegebenen Frame-
schranken zu bestimmen. Die klassische Extremwertrechnung liefert ein Minimum in der Intervall-
mitte und zwei gleich grofle Maxima an den Intervallrindern:

Smin(v) = Siyn(v) =0 (4.2-36)

2
v—1

Srnax = Si(v) = S,(v) = || fII? : 4.2-37
0 = s =50 =11 (157) (1.2:7
(4.2-36) zeigt, daB es vorkommen kann, dafl der Fehler bei einer Tight-Frame-Rekonstruktion auch

verschwindet, wenn
frGf 1

=—-(A+B 4.2-
=54t B) (4.2-38)
gilt. Damit kann im allgemeinen natiirlich nicht gerechnet werden. Fiir einen echten tight Frame
gilt auch hier

Sn(r)(1) = Smax(1) = 0. (4.2-39)

Diese Zusammenhéinge sind auch in Abb. 5 dargestellt.

Allein anhand der Frameschranken kann im allgemeinen nicht bestimmt werden, ob ein Funktio-
nensystem eine Basis darstellt oder nicht. Jedoch koénnen sie zu folgenden Aussagen herangezogen
werden, die in Tabelle 1 beschrieben sind.

Ist G eine Matrix, gibt es noch einen weiteren Grund, weshalb v nahe bei 1 liegen sollte, da fiir
die Konditionszahl von G der Zusammenhang

1<EG) =|GIGTY<v Wo>1 (4.2-40)



IR-INI 99-03, (© 1999 Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitit Bochum, FRG 35

0.6
0.5
0.4
;%.3
0.2 | ‘
A ‘ i
N\
s

X
QN
\

\%\\

X
‘\\\Q\
\
\

N
R
\

v=B/A

n(®

Abbildung 5: Darstellung von Sy (s (v). Die Grofie n(f) ist bestimmt durch die tatsichliche, normierte
Gesamtleistung (4.2-26) eines frametransformierten Signals.

0<A=B=1 orthonormale Basis
0<A=B#1,< o0 nichtnormierte orthogonale Basis oder tight frame
0<A<B<x nichtorthogonale Basis (exact frame, s. (Benedetto et al., 1998))
oder iiberhaupt keine Basis
0<A=B <o snug frame (s. (Daubechies, 1990))
B<x Bessel-Folge (s. (Benedetto et al., 1998))

Tabelle 1: Aussagen der Frameschranken tiber die Vollstindigkeit und einige zusdtzliche Begriffe aus der
Frametheorie.

gilt. Uber Konditionierung von Gleichungssystemen s. (Golub und van Loan, 1996) oder (Schwarz,
1993).

Auch eine andere Interpretation der Frameschranken ist in Bezug auf die GWT moglich: Fir
einen Ort des Bildsignals besteht die Gaborwavelettransformierte aus mehreren (aber endlich vie-
len) GauBglocken im Frequenzraum. Theoretisch haben diese keinen endlichen Triiger, weshalb
man das Gesamtbild mit einer einzigen Gaborantwort darstellen und auch, bis auf Frequenzen &
auf der durch &7k = 0 charakterisierten Geraden, rekonstruieren kann. Dies ist aber bei numeri-
scher Anwendung aufgrund des schnellen Abfalls der GauBfunktionen ein schlecht konditioniertes
Problem, da nicht bertiicksichtigte Frequenzanteile im Quantisierungsrauschen versinken und bei
Inversion grofie Fehler verursachen. Deshalb erfolgt die Phasenraumabtastung mit mehreren Ga-
borfiltern auf verschiedenen Frequenzpositionen. Werden nun deren Betragsquadrate wie bei einer
Leistungsmessung aufsummiert, ergeben die untere bzw. obere Grenze dieser Hiigellandschaft die
Frameschranken. Sie liegen weiter auseinander, wenn das Bildsignal mit nur wenigen Gaborwavelets
kodiert wird.

Diese Beispiele zeigen, daf es sehr hilfreich sein kann, die Frameschranken zu kennen, wenngleich
deren Abschétzung mit einem gewissen Aufwand verbunden ist.

4.2.3 Rekonstruktionsmoglichkeiten

Da bei einer Frametransformierten im allgemeinen von einer iibervollsténdigen Darstellung aus-
zugehen ist, hat man beliebig viele Moglichkeiten, durch eine Linearkombination wie in (4.2-16)
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oder (4.2-19) das urspriingliche Signal wiederzugewinnen, was beziiglich der Gaborwavelets schon
in Abschnitt 3.2.2 thematisiert worden ist. In diesem idealen Fall rekonstruieren alle beschriebe-
nen Moglichkeiten fiir p > 0 das Bildsignal I(Z) exakt. Die Losung mit p = 1 entspricht der
Rekonstruktion mit der Pseudoinversen (Moore-Penrose-Inversen, s. (Penrose, 1955)) f = TTF.
Ist die Frametransformierte Storungen unterworfen, so kann die Rekonstruktion nur approximativ
erfolgen und die beste Approximation liefert T, (Penrose, 1956):

ITf = F| > | T(T'F) - 7. (4.2-41)

Nimmt man im Rahmen eines stochastischen Modells die Stérung n als additiv, erwartungswertfrei
und stationér an,

F=Tf+n, (4.2-42)

so kann das Ursprungssignal aus den transformierten und verrauschten Daten durch
f=TtF=(TtT)"'T*F (4.2-43)

geschitzt werden. Der Kleinste-Quadrate-Schétzer hat sehr giinstige Eigenschaften, wie Erwar-
tungstreue und Wirksamkeit (s. (Bohme, 1993)).

5 Die phasenraumdiskrete Gaborwavelettransformation

5.1 Abtastung des Phasenraums

Bei der kontinuierlichen Gaborwavelettransformation wird ein Bildsignal aus R? in R* transfor-
miert, d.h. die Transformierte ist in vier Dimensionen kontinuierlich. In diesem Abschnitt geht es
darum, inwieweit kontinuierliche Bilddaten durch eine abzéhlbare Anzahl von Translationen, Ska-
len und Orientierungen, die zusammengefafit Phasenraum genannt werden, darstellbar sind, und
welche Fehler dabei gemacht werden.

Um den theoretischen Unterbau fiir (2.2-13) zu liefern, und in dem Zusammenhang eine Re-
konstruktionsformel herzuleiten, soll nun die betrachtete Abtastung des Phasenraums schrittweise
durchgefiihrt werden. Ziel ist es, Translationen, Skalierungen und Drehungen von x(Z) zu diskre-
tisieren:

fo = ﬁoA = aﬁoAO = (l(y)n’ﬁ:vo, (5.1—1)
a = aj,a>1, 5.1-2)
2l

Die Abtastung von &y ist nur dann exakt richtig, wenn xz, q.9(Z) bandbegrenzt sind, als was die
Gaborfunktionen aufgrund der Schwellwerte aus Unterabschnitt 2.2.5 angenommen werden.

In einem ersten Schritt werden die Translationen diskretisiert, wobei xz,.q,9(0) nédherungsweise
als bandbegrenzt angenommen werden soll. Innerhalb eines Frequenzbandes gilt daher analog zu
(3.2-1)

I(Roalg, a,9) = / d*w 1(@)ay* [Q(9)@a)e™ ol (5.1-4)

RZ
Da die Translationen im Ortsraum diskretisiert und im Frequenzraum periodisch fortgesetzt sind,
wird auf (5.1-5) die IDSFT angewandt, anschliefend mit 2% x[Q(¢)@a] multipliziert und iiber a
und ¢ integriert:

1

50* A} Y T(oado,a,D)e” R~ (@)ax [Q(9)T (5.1-5)
o EZ?
. - = —igTfga dr® o -
= X[Q(W)&a]AZ Z I(fpalo,a,d)e 0alo  — TI(w)|x[Q(19)wa]|2 (5.1-6)

o EZ>
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27
= A2 /]R+ da/o do X[Q(9)&al-

. Z Z(fgaly, a, ﬂ)e‘iQTﬁO“AU

oo EZ2

Il
/’:4\>
©

>~

3

o
T
| U

Q
o
3

U

53
fals
=

Aus den Aussagen aus 3.2 folgt direkt

27
I(Q) = / da/ dy Z T noaAo,a 19) [Q(ﬁ) ] —icTRoal
R* o EZ?
2w
- J 71/ / v Z TloaAo,a ﬂ)XnoaAo(w)( )
Rt FocZ?
27
L2 [ a0 S Tase.a i @) (5.1:8)
R g EZ?

Bei der zusitzlichen Diskretisierung von Skalen und Orientierungen stellt man die Integration
fir V(&) als Grenzwerte Riemannscher N&herungssummen

Y(@) = 47? lim lim —ao—l ZZ

ap—1+t L—oo

meZ =0
= aolgri+ Lhm Yao L UJ)
. 83 = R 2L\ o 2
Y, (@) = T(ao —1) X {Q <L> wag ]
mez 1=0
873 .
= (a0 = 1YaL(@) (5.1-9)

dar, wobei Y, 1, gegeniiber Ya’m ;, auf eine einfachere Darstellung bei der Rekonstruktion fiihrt.
Dies hat dariiberhinaus eine Reskalierung der Frameschranken zur Folge:

873
Aoy, = wlen]l£ Yoo.0(&) = T(ao_l)A;o,Lv (5.1-10)
- 873 ,
Bag, = sup Yq, 1(d) = T(ao —1)B,, 1 (5.1-11)
JER?

Der Quotienten der Frameschranken v, 1, die wichtigste Kenngréfie eines Frames, bleibt davon
natiirlich unberiihrt.
Um die Nomenklatur noch einigermaflen iibersichtlich zu halten, soll hier die Notation

- o —m 2ml e =
Xﬁo,m,l(x) = Xr‘ioa()”Ao,aglszﬂ(x) — % X |:Q (T) (ao v nOAO>:| (5.1-12>
. . . ) = gt 27l —iaT Ao Agal®
Xﬁo,m,l(w) = XioagAo,af, 25t (@) =ag'x |Q L g’ | € ' (5.1-13)

fiir die im Phasenraum abgetasteten Wavelets eingefiihrt werden. Im folgenden werden sdmtliche
Integrationen durch die Trapezformel approximiertS. In (5.1-8) werden nun analog zu (5.1-9) die In-
tegrationen durch ihre Riemannschen Néherungen ersetzt. Die Rekonstruktion des Originalsignals

6Man hitte auch von vornherein diskret rechnen kénnen
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I(Z) im Frequenzraum ist daher

Y, (@)

Die Funktionen X7"0™! (%) =Y,

42

A% L—-1
w2 22T

Ro€Z2 mEZ 1=0
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27l o
Xiig,m,i (&)

L

A

)

) Xroml(g),

BDIPI;

Mo EZ2 mEeZ =0

<n0a0 Ay, agt,

2l
— 5.1-14
’ L ( )

(ﬁo a6” A() 5 CLgl

(&) X5 ,m,1(Z) bilden den zu X5, 1, (&) dualen Frame. Das

Transformationspaar fiir die phasenraumdlskrete Gaborwavelettransformation lautet somit

I(ﬁo, m, l)

()

DPSGWT{I(Z)} (7o, m, 1)

LX) = / a7 X5, (), (5.1-15)
R?2
- IDPSGWT{I(nmm ) }(Z)
A DS Y S T m )X (2) (5.1-16)

ngEZ2 meZ =0

Um einen Ausdruck zu gewinnen, der die klassische Darstellung der Gaborwavelets 1. (-) enthilt,
ersetzt man formal die Variablen m und [ durch

27l
COS
—m N
R = ag { iy 20 ] (5.1-17)
L
&l = &)
. 2ml T 7 m
= N o m .~ - m —i0" g Apa,
Xigmi(J) = aox{Q <_L Jalt| e 0
= v (e-é [(agwr cos 2t agws sin 221 -1)+ (' wn sin 22 tafws cos 27 )]
e — 22 (a2 a2 +1)) —i5T 7o Agag
‘72@2 2 27wl —m i 2wl —2m
= ag (e 22— (I611° —2ag w1 cos 2L —2ag " wa sin 2E+ag ™)
2 - LT o
_e—%(amwn2+1>) e~ i@ o Apag
I el e e ) BN e T
— aan e zuﬁmui’ —e 2 1&m 112
2B =R 1) o2 1812+ 1IRm 12 o 5Tdgag
= aqap'|e 2[@ml2 —e 2 [Rml? e ST
. 725TﬁQAQ
= =¥, (@) Tl (5.1-18)

”"‘mH

Wenn man wieder ||<,,[|Z durch J ersetzt, konnen

(@ 1) 2 n 8T8
I(W) = ao}l(w)rﬂ.OQ Z Z Z H—. ||2 j){ml )'()/ng‘l(w)e NEm
o EZ2 mEZ 1=0
A - 71'M
- T ; ; Z ||f<ém||2 =5 SR (7 fio)Fmt (B)e " TRmT

(5.1-19)
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mit A
(&) = Y Y (@) g, (&), (5.1-20)
(5.1-15) und (5.1-16) in

Tr, (o) = DPSGWT{I(Z)} (7o, Rmy) = / d%[(f)%”(n()lfo :E) (5.1-21)
R2

ml|
I(Z) = IDPSGWT{ngl(ﬁo)}(f)
= Z Z Z = 2‘7’{ml )wﬁm’l (f_ ﬁoi) (51-22>
o EZ2 MEZ 1=0 H H ”"’?m”

umgeschrieben werden.

5.2 Abschitzung der Frameschranken

(4.1-7) und (4.1-8) geben eine Bedingung an, unter der die Gaborwavelets einen Frame bilden.
D.h.:

e Das aus dem Mutterwavelet gebildete Funktionensystem ist vollstdndig in dem Sinne, dafl
jedes L?(IR?)-Signal durch eine Linearkombination aus Gaborwavelets dargestellt werden
kann.

e Das Bildsignal kann exakt aus einem abgetasteten Phasenraum rekonstruiert werden.

Um sich fiir die weitere Rechnung Schreibarbeit zu ersparen, wird die Abkiirzung u = benutzt
Fiir die beiden Notationen fiir Gaborwavelets (1) und ) bedeutet diesbeziiglich der phasenraum—
diskreten Gaborwavelettransformation, dafl

AP <p Y Y ZI Xiioma)* < B|I|I? (5.2-1)

Ro€Z2 MEZ 1=0
||I||2:/ d?x |1(Z) % (5.2-2)
R?2

Bei den weiteren Untersuchungen, die von (Lee, 1996) motiviert sind, geht man am besten von
(5.2-1) aus, da in der x-Notation die Skalierung leichter abzulesen ist. Die obigen Gleichungen
zeigen, dafl die Wahl der Notation keinen Einflufl auf die Frameschranken hat.

> ZZuI Xitgm)|? =

ngEZ?2 mEZ =0

L-1 L-1
- # Z Z Z“IA’ Aﬁo’m’lHQZM Z Z |<j’>zﬁoa6”Ao,a6”,%l>|2

flo€Z2 mET 1=0 Ro€Z2 MEZ 1=0

@ Z Z Z / d?w [(&)ag " [Q <277rlu7a6")] i@ o Moag’

o EZ2 mEZ =0

PSP

RgEZ2 mEZ =0

) B} l
N (@ - 2mfay AT [Q (2%) (wao +2mA; )}

jez?

2

27
al*Ag LT m
0
d(.Ul/ de etv oAoag”
0

2

27 27 27
a A aA a™A
080 T80 T80 o ST o m
= pu E g g a? / dwl/ dwg/ dw’l/ duwhy €@ =) ToBoag
0 0 0

flo€Z2 mET 1=0
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> L@+ 2mjag AN + 2mf g AT -
jez? jrez?

5% [Q (2771)55 +2mAy )} X [Q (?) (*’ Mmooy Ay )}

27

1 2m _2m _2m
al™Ag a™mA a™mA a™A
= 4r’ulg? Z Z/o 0 dw1/0 ’ Odwg/o ’ Odwi/o O dwl, 55— &) -

meZ =0

> @+ 2mjag AN + 2mf g A -
jez? jrez?

X [Q (%ﬂ) (wao Ty )} [Q (%“) (0 + 27785 )}

27\'
a A ~ -
= 4772A dwl/ o dws Z Z I(J)’—l—?ﬂjaamAal).
meZ =0 ,;EZZ 3/622
i T —m oA =1\ .~k 27l m A -1 ~ 27l -/ m
J(@ 215 ag ™A )X |Q T (wa0‘+27r]A0 ) X 1Q T ( —|—27TjA )

(J1+1) (J'2+1)an21£0

3303 >/ °dw;/j " duy 1)

27
mEZ 1=0 jegz jrez2 "1 mA

237vRg
S -, AN —m A —17 A% 27Tl = m “ 27Tl 1 m -, -, _
T+ 21 (f = Fag ™A IR {Q <T> W/ao'] X [Q (T) (W/ao +27(5" — 7)Ag 1)}

(4 )aﬁ‘li” (2+1) gt R
Y Y Y Y [T [T 1@y,

: 2
meZ l= 0]6Z2 inez2 J1 aliAg ‘72'1'67;20

TG 4 27" ag ™ AG X [Q (221) Jag } b% {Q <2T7Tl) (wao +2mj" Ay )}

= An?uAy ZZZ/ dPw [(@) (& + 2mjag ' AGY) -

meZ =0 jen?

X [Q (%) Bal ] X {Q (2%1) (wag% n 27JA0—1): . (5.2-3)

Betrachtet man in der Summe iiber alle Translationen nur den Term mlt dann ist
9 27rl
| 'Jx
meZ =0
2 A —2 A — 2’/Tl
= 4m A ‘ ‘ Z Z X
meZ 1=0

]R2
= d*w
RZ

Yo, ist selbstahnlich (,,skalenperiodisch®), d.h. es gilt

2

1(@)| Yau.£(@). (5.2-4)

Yao,L(ang) = Yao,L((D)' (52—5)

Mochte man P fiir die Frameschrankenberechnung einsetzen, sind die Abschétzungen

P< /R i@ Sup Y £(3) = 1] sup Vi 13) (5.2:6)

P> / P ]f(w)
RQ

inf Yoo, (&) = [[1]* inf Yoo (&) (5.2-7)
w we
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niitzlich. Aufgrund der Skalenperiodizitit und der Periodizitit des Orientierungswinkels brauchen
die Extrema von Y, 1, nicht im ganzen Frequenzraum, sondern nur im Fundamentalsektor S ge-
sucht zu werden. Einen Eindruck der Wirkungsweise der Konstanten ay und L gibt Abb. 6. Werden
die Wavelets tatséchlich als bandbegrenzt angenommen, fallen in (5.2-3) alle Summenglieder mit
j # 0 weg, dann gilt néimlich

11IP inf Y, (@) < P= 30 3 S X < 117 51p Yoy 1.(@)
fig €Z2 MEZ 1=0
= A=infY, (&), B =supVYe r(J). (5.2-8)
w beS

Es ist wichtig anzumerken, dafl diese Ergebnisse nicht vom Vorfaktor a?™ (¢ € Z) abhiingen,
sondern dessen Einfliisse sich durch das entsprechend andere Maf}, das fiir (5.2-1) vorzusehen ist,
aufheben. Im Grunde sind Gaborwavelets nicht bandbegrenzt, so miissen nach einem in (Lee, 1996)
angegebenen Verfahren die Frameschranken nach auflen korrigiert werden. Eine allgemeinere, auch
fiir nicht bandbegrenzte Wavelets einsetzbare Methode zur Abschitzung der Frameschranken von
Oktavwavelets hat I. Daubechies in (Daubechies, 1990) angegeben, eine Verallgemeinerung auf
zweidimensionale und mehrstimmige Wavelets wurde von T. S. Lee in (Lee, 1996) vorgestellt. Die
Anzahl der Stimmen = ist die der Skalen pro Oktave. Die Frameschranken ergeben sich in der in
dieser Arbeit benutzten Nomenklatur als

2 2
s e [ 5 o3l 3)] )
£=0 MEZ 1=0
(5.2-9)
[ =1 L—1 2 9
B = 47T2A0_2 sup Z % (Xf {Q (%ﬂ) (,D'agl} +‘ 3 {Q (_%ﬂ-l> (I)’a(’)”] ) +R
| @ e=0mez 1=0
(5.2-10)
mit
-1 -
R= \/5(2%) 5( QAWP), (5.2-11)
e€{+1,-1} £€=0 pez\0 0 0
¢ 1 = ¢ 27N - ¢ 27l m
pe(q) = ESQPZZ X |Q T ) ¥ | Tex -Q 7 )@
“ 3 1=0
R 2rlN L o ~ 2wl L o
- xE [Q (T) (Gaf) —&-cj’)} + ext {—Q <T) (Gaft — q‘)” (5.2-12)
und

E@) =% ( -§ *) . (5.2-13)

Aufgrund der Periodizitdt in polarer und der Skalenperiodizitit in radialer Richtung, kann die
Suche nach den Suprema und Infima im Frequenzraum auf einen endlichen Bereich, in (Lee, 1996)
Fundamentalsektor genannt, beschréinkt werden. Abb. 6 veranschaulicht die Bedeutung der Fra-
meschranken fiir die Qualitéit der Rekonstruktion.

6 Die diskrete Gaborwavelettransformation

6.1 Abtastung des Ortsraums bei diskretem Phasenraum

Ziel dieses Abschnittes ist der Entwurf numerischer Verfahren, die den Einsatz der bereits diskutier-
ten Transformationen auf Digitalrechnern ermdéglichen. Das bedeutet, dafl nun auch alle restlichen
Variablen und Parameter diskretisiert und auf eine Menge endlich vieler Elemente beschrankt
werden miissen. Zu tun ist also folgendes:
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(a)ap =2, L =12 (b) ao =2, L =16

(c) ao =2, L =12 (d)ap=2,L=38
15 15
1 q 1
05 q 0.5
0 ‘ o E
0 0.5 N 1 15 0 0.5 v 1 15
(e) ap =3, L =12 (f)ao=4,L=38

Abbildung 6: Dargestellt sind jeweils Ya,,z [10€(0)], die Yo, (V) nach oben, und Ya,,1 [vo€ ()], die
Yoo, (7) nach unten begrenzt. Werden die Gaborwavelets als bandbegrenzt im Translationsraum angenom-
men, sind Infimum und Supremum der entsprechenden Funktion die Frameschranken A und B. Es wurden
o =4 und T = 6 gewdhlt.
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e Abtastung des Ortsraums,

e Abtastung des Frequenzraums, da im Ortsraum ein endlicher Triger vorliegt, d.h. Nutzbar-
keit der DFT,

e Festlegen der Frequenzebenen”: GauBglocken, die auf hohen Frequenzebenen (kleinen Skalen)
liegen, werden an der Grenze des Nyquistintervalls einfach abgeschnitten. Somit kann streng-
genommen von keiner Waveletfamilie mehr die Rede sein, da die Transformationskerne nicht
mehr exakt durch Skalierung, Drehung und Translation auseinander hervorgehen.

Man sollte daher nur noch von Frames sprechen, obwohl dem nur im geringen Mafle Rechnung
getragen wird. Dariiber hinaus werden Eigenschaften dieses Frames diskutiert.
6.2 Skalenunabhingige Abtastung des Ortsraums und der Translationen

Obwohl es nicht sehr 6konomisch ist wird die Abtastrate von Orts- und Translationsraum nicht an
die Skala angepafit. Die entsprechenden ortskontinuierlichen Gaborwavelets lauten daher

; - 27\ L . m
XﬁUA,agL,QTﬂ(I) = Gy X {Q <T> (& — 10 A)ag } (6.2-1)
. - Mo 2rl\ | —iaTioA
XﬁOA,agn,ZTﬂ(W) = ag'X |Q 7 )wao | € . (6.2-2)

Diese Wavelets werden nun nach & = #A abgetastet und mit der DFT in den Frequenzraum
transformiert:

- —m 2rlN L L m
XﬁUA,a(’)ﬂ,%(”A) = Q X[Q (L) (M — 1) Aay } (6.2-3)

«—o0O

Der hier benutzte Hilfsvektor fiir den Frequenzraum bedeutet

u
I

p1
{ Ny } . (6.2-5)
Ny

Dementsprechend kann vollig analog zu vorhergehenden Kapiteln die Transformation und die Re-
konstruktion angegeben werden:

To(iiom. D) = 3 1A, p o 251 (72)
neB
— —m. % 27l — — —-m
= ZI(nA)aO X [Q (T) (i — 7o) Aayg ]
neB
27 1 o 27l =2 =T
_ i I m .ok 2ty =20 m 27Tp Mg 2.
xS e | (77 ) iR« (6.2:6)

FeB

- 3

2w

Y o 2rl\ =27,
Az %0 1(p)x [Q (T)'OKGO]

. —i2np o _
Z IO(n07m7 l)e -

no€EB

=

"Eine Frequenzebene entspricht einer reziproken Skala. Wird der Skalen-Orientierungsraum mit K parametrisiert,
ist eher von der Frequenzebene die Rede.
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1 A2 —-m — —i2np Ao o 2ml m
A 5 e [o() 5
no€EB

= i xb(ﬁﬁpzﬂﬂg

Nach Summation iiber alle Skalen und Orientierungen ergibt sich daraus

My — T
j(ﬁ) _ ao L(m\/l—Qﬂ- Z Z Z To (i, m, 1)a l:Q <2;rl>pxa81] e—i2mp o

m=myo 1=0 fipcEB

I

(6.2-7)

Al Mo L—
= 2 aoLm Z Z Z%Q To( no,ml)xnoA%’%(ﬁ)

m=mg =0 ngeB

P 27l 27
_ -1 7m ~ = m
- Yao, Z ;IO pvm l |:Q ( I ) pKGO :| (62—8)
m=mgq
o = 2l 2
Yoo (p) = 3. Z { ( )P A a?] (6.2-9)
m=mg =0
A4 MO — 27l
= I(@A) = o) Z Z Z ag >y (7o, m, 1) x0T (FA). (6.2-10)

m=myg =0 f#oeB

Somit wurde auch fiir den ,ganz diskreten* Fall eine Rekonstruktionsformel gewonnen. Der Ab-
schnitt 6.3.1 verdeutlicht, dafl die Benutzung dieser Inversionen nicht ganz unproblematisch ist.

In den bisherigen Herleitungen ist immer noch das rdumliche Abtastintervall A vorhanden. Da
der Mensch Bilder im Gegensatz zu akustischen Signalen auf verschiedenen Skalen wahrnehmen
kann, spielt der Wert von A kaum eine Rolle. Mann kénnte daher einfach A = 1 setzen, aber in
dieser Arbeit wird es um der Allgemeinheit willen bis zum Ende beibehalten.

6.3 DGWT und IDGWT in Vektornotation

Die Pixel des digitalisierten Bildsignals werden nun zeilenweise in einen Vektor geordnet. Die diskre-
te Gaborwavelettransformation kann als lineare Operation durch eine Matrix dargestellt werden,
die wiederum aus den Matrizen der einzelnen Gaborfilter besteht. Da die Gabortransformation
Faltungscharakter hat, haben diese Matrizen Block-Zirkulant-Struktur. Vektoren in héherdimen-
sionalen Rdumen werden hier mit einem Unterstrich gekennzeichnet.

I, = XI=AVI
= J = AL, =¥I (6.3-1)
i Xm070 1 [ ‘Ilmmo 1
Xmg,l ‘I’mo,l
X = X0 | U= ., (6.3-2)
| X, -1 | L Yar, -1 |
E @NlNQML X E @NlNQMLXNlNQ
Xm,l e CNlNQXN1N27 l E RN1N2
ag>™1 0
0 aa2m0721
A = - GIRNlNQMLleNQJML (63-3)
0 a&QMOI

(6.3-4)
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Da bei der Wavelettransformation Faltungen ausgefiihrt werden, miissen die Bilder und Punkt-
antworten der Gaborfilter auf das Format N; Ny mit Nullen aufgefiillt werden (,,zero padding®). Im
folgenden soll nun jedes einzelne Ausgabesignal der Gaborfilterbank diskret fouriertransformiert
werden:

VJ = VIEWTWI, (6.3-5)
W 0 -~ 0
0 W
— c (DNlNz]MLleNQML’
0 w
Vv =1
W ¢ MNPVl WHw =1 (6.3-6)
= J = ¥ (6.3-7)

¥ = VIW besteht aus Matrizen
U, =W, W (6.3-8)

(W* = W*T), die durch die Fouriermatrix W (I = WI) transformiert werden. Wie schon ange-
deutet, haben die ¥, ; Block-Zirkulant-Struktur, da sie auf die Bildvektoren als lineare verschie-
bungsinvariante (LSI-) Systeme wirken. Da monofrequente komplexe Exponentialschwingungen,
d.h. die Fourierkerne e~ & , Eigenfunktionen von LSI-Systemen sind, sind die Spalten von W die
Eigenvektoren zu Block-Zirkulant-Matrizen. Bei den \ilmJ sind daher nur die Diagonalelemente
besetzt, und zwar mit den Eigenwerten. Bei diesen handelt es sich um den Vektor der konjugiert
komplexen Ubertragungsfunktion, aus deren Punktantwort W, gebildet wurde.

Bei (6.3-7) handelt es sich um ein iiberbestimmtes Gleichungssystem, das im Sinne kleinster
Quadrate mit der Pseudoinversen i (Moore-Penrose-Inverse, (Penrose, 1955)) invertiert werden
kann:

A PP St S N IS
i= (qﬁ\p) b7 =9tg. (6.3-9)
Aufgrund der besonderen Struktur ist noch eine Vereinfachung moglich:

Moy L-1

28 2H Sl SE 2 e (6:3-10)
m=mg [=0
Da die \ilm,l = \il:;l Diagonalmatrizen sind, trifft dies ebenso auf Y zu. Die inverse diskrete
Wavelettransformation 148t sich daher als
= I = Yoty
I = WH=WrY 'WWHetvv*tg

= WYy 'wotg
= WY 'WXt(AA)'Z, (6.3-11)
formulieren.

Die Parallelen zu den Betrachtungen aus 4.2 sind unverkennbar, sie beziehen sich allerdings auf
den Frequenzraum:

v 4T
I 2
J = F
Y £ G (6.3-12)

Diese Vergleiche ermoglichen die anschauliche Einbindung der DGWT in die allgemeine Frame-
Theorie (s. 4.2). Die zentrale Problematik bei der Anwendung wird im folgenden Abschnitt disku-
tiert.



46 IR-INI 99-03, (© 1999 Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitit Bochum, FRG

6.3.1 Die Inversion des Metrischen Operators

Bei der kontinuierlichen Wavelettransformation aus 3.2 ist der metrische Operator gleich dem Ein-
heitsoperator mit einer multiplikativen Konstanten (CT). Mit ihm wird in der diskreten Form die
Matrix Y identifiziert. Diese ist aber nur auf der Diagonalen mit von null verschiedenen Elementen
besetzt und kann daher ebenfalls leicht invertiert werden. Diese Diagonale besteht aus der zeilen-
weise geordneten Funktion Y, r(p) (s. 6.2-9). Notwendige Bedingung fiir die Zuléssigkeit einer
Funktion als Wavelet ist deren Mittelwertfreiheit, weshalb fiir Yy, 1 (&) = Y, 1(@ak) V& # 0 (s.
5.1-9), wenn man unendlich viele Skalen und Orientierungen vorsieht, bei & = 0 unstetig ist. Bei
den jeweiligen Herleitungen der IGWT, der IDPSGWT und der IDGWT ist die Inversion dieser
Nullstelle unproblematisch, da die Gaborkerne und die transformierten Bilddaten beziiglich ihrer
Translationen ebenfalls mittelwertfrei sind. So gelingt es zumindest theoretisch, auch den Mittel-
wert zu rekonstruieren, obwohl er bei der Gabortransformation — scheinbar — vernichtet wird.

In der Literatur wird im phasenraumdiskreten und ortsraumkontinuierlichen Fall bei band-
begrenzten Wavelets die untere Frameschranke als essentielles Infimum A = essinf Y, 1(&J), das
Mengen vom MaB Null ignoriert, angegeben. Ansonsten sind die Frameschranken nur fiir & # 0 zu
suchen.

Problematisch wird aber die Inversion der DGW'T in Form eines numerischen Algorithmus. Die
Matrix \il, die die Frequenzraumdarstellung der benutzten Gaborwavelets in Form von Diagonal-
matrizen enthélt, hat eine Spalte (die der Mittelwerte), deren Eintrédge allesamt null sind. Deshalb
ist ¥ nicht mehr spaltenregulér. Der Mittelwert kann aus i nicht mehr rekonstruiert werden,
das zu losende Gleichungssystem ist diesbeziiglich unterbestimmt. Der Losungsraum ist somit eine
Gerade im CV*M2, W ist somit auch kein Frameoperator mehr. Hierin liegt offensichtlich ein Para-
doxon: Die Mittelwertfreiheit garantiert gemeinsam mit einem schnellen Abfallen nach auflen die
Zuléssigkeit einer kontinuierlichen Funktion als Wavelet, zugleich sorgt sie bei Diskretisierung fiir
eine Verletzung der Framebedingung, da hier A = 0 gilt. Ein solches Funktionensystem, fiir dessen
obere Frameschranke B < oo gilt, heifit nach (Benedetto et al., 1998) Bessel-Folge.

6.3.2 Die Singuldrwertzerlegung von ¥

Eine Moglichkeit bei der Inversion unterbestimmter Systeme ist die Entscheidung fiir die Losung
mit der kleinsten Euklidischen Norm, d.h. mit der geringsten Signalenergie. Genau das leistet die
Singuldrwertzerlegung bei der Berechnung der Moore-Penrose-Inversen.

Hierbei findet eine Zerlegung der Modellmatrix & € CMIN1N2xNiN2 | die siimtliche Gaborkerne
enthélt, in drei Matrizen statt:

¥ =USV* (6.3-13)

Die Matrizen U € CMENMN2XMLNiNz ypnq V ¢ CN1N2XNiN2 gind unitér, d.h. es gilt UTU =1
und VTV =1. S € CMLIN1NaxXNiNz ot folgendermafien aufgebaut:

- 3]

S = diag (), Sjar > Sjis -+ Sinyny )

0c IR<ML_1)N1N2XN1N2~ (63—14)

N1 N3x NyNa
eR ,

Die Singulérwerte sind nichtnegativ und konnen als die Quadratwurzeln der Eigenwerte von Y =
W W berechnet werden:

{2

s = V. (6.3-16)

Ist ¥ nicht spaltenregulér, werden die kleinsten Singuldrwerte 0.
Wendet man die Singuldrwertzerlegung auf das Rekonstruktionsproblem an,

N PP et SN Ay oA LA _ _ .
i= (qﬁ\p) U7 =917 =VSOt7=V[st ot |U"J, (6.3-17)
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(a) Realteil eines Gaborwavelets

i
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(b) Realteil des zugehorigen dualen Gaborwavelets

Abbildung 7: Realteil von Gaborwavelets zur Analyse und Synthese

(I o bezeichnet das rekonstruierte Bild) hat man die Berechnung der Moore-Penrose-Inversen von

W auf die von S zuriickgefiihrt. Definiert man sie als
S = lim (S*S+¢) ' ST, (6.3-18)

so kann leicht nachgewiesen werden, dal ST auf der Diagonalen mit den inversen Singulirwerten
besetzt ist. Die, die gleich null sind, haben auch in der Moore-Penrose-Inversen den Wert null.
Daraus wird gefolgert, dafl die Moore-Penrose-Inverse immer existiert, auch dann, wenn W nicht



48 IR-INI 99-03, (© 1999 Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitit Bochum, FRG

(a) Imaginérteil eines Gaborwavelets

(b) Imaginérteil des zugehorigen dualen Gaborwavelets

Abbildung 8: Imagindrteil von Gaborwavelets zur Analyse und Synthese

den vollen Rang hat.

Aufgrund der besonderen Struktur der Transformationsmatrix ¥ und der Mittelwertfreiheit
der Wavelets gilt Y = STS = diag(s1, ..., Smin =0, ..., SN, N, )- Fiir die weitere Verarbeitung von
(6.3-17) wird U nach

U=[0, 0,] (6.3-19)
in gleicher Weise wie S partitioniert und eingesetzt:

I,=VS'U}7 =VY 'S0 7 =Y &7 (6.3-20)



IR-INI 99-03, (© 1999 Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitit Bochum, FRG 49

Die unitdren Transformationsmatrizen konnen aus (6.3-20) durch Vergleich gefunden werden:

vV = 1, (6.3-21)
Us=% = U, = ®¥st(sst). (6.3-22)

Dabei mu8 Uy noch die Bedingungen
U0, =1, U0, =0 (6.3-23)

erfiillen. Somit kann im Sinne der Singuldrwertzerlegung der Moore-Penrose-Inversen das dem Mit-
telwert entsprechende verschwindende Diagonalelement von Y bei der Inversion wieder auf null
gesetzt werden. Dieses Vorgehen muf3 auch bei Frequenzpunkten Anwendung finden, deren Matrix-
elemente von Y nahe null sind, was bei nicht zu weit auseinanderliegenden Frameschranken auf die
Rekonstruktion eines Tiefpa3- oder Bandpafibildes hinausléduft. Im iibrigen handelt es sich dabei
nach (Louis, 1989) um das Verfahren der abgeschnittenen Singulirwertzerlegung in der Theorie
der Regularisierung schlecht gestellter Probleme. Die Dimensionen des Vektorraums R, die den zu
null gesetzten Frequenzpunkten entsprechen, kénnen entfernt werden, so dafi die Gaborwavelet-
funktionen im verbleibenden Unterraum einen Frame bilden. Dieser Vorgang ist unproblematisch,
da jeder endlichdimensionale normierte Raum vollsténdig und bei Einfiihrung eines zu der Norm
passenden Skalarproduktes auch ein Hilbertraum ist.

Der Verlust des Gleichanteils hat fiir die meisten Bildverarbeitungsprobleme, wie die Objekt-
erkennung, kaum nachteilige Auswirkungen, da die Intensitdten gleichméfig zwischen 0 und bei-
spielsweise 255 verteilt werden. Hinzu kommt, daf§ sich Bildmerkmale hauptséchlich durch ihre
hochfrequenten Anteile, d.h. eine eventuelle Feinstruktur, auszeichnen.

In den Abb. 10,11 und 12 ist zu sehen, daf die Rekonstruierbarkeit in keinem der Fille gefihrdet
ist. Soll fiir die IGWT die Tight-Frame-Approximation benutzt werden, kann es bei der Verwendung
von nur wenigen Gaborkernen zu Problemen kommen (s. Abb. 12(d)). Die Programme, die diese
Transformationen und Rekonstruktionen berechnet haben, sind mit Algorithmen aus (Press et al.,
1992) in C implementiert.

Abbildung 9: Das Originalbild.
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(¢) Rekonstruktion (d) Tight-Frame-Rekonstruktion

Abbildung 10: Rekonstruktionen mit L = 12 Orientierungen und M = 5 Skalen. Der Skalenabstand ist
ap=2(c=4,7=06).
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N/A

Y(o)

051

N

(a) Metrischer Operator Y (5) im Frequenzraum (b) Schnittlinie Y'(po) mit po = pT&(0) > 0

(¢) Rekonstruktion (d) Tight-Frame-Rekonstruktion

Abbildung 11: Rekonstruktionen mit L = 16 Orientierungen und M = 8 Skalen. Der Skalenabstand ist
ao =2 (0 =4,7=6).
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(a) Metrischer Operator Y (5) im Frequenzraum (b) Schnittlinie Y (po) mit po = pT€(0) > 0

(¢) Rekonstruktion (d) Tight-Frame-Rekonstruktion

Abbildung 12: Rekonstruktionen mit L = 8 Orientierungen und M = 3 Skalen. Der Skalenabstand ist
ap=4 (c=4,7=06).
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6.4 Skalenabhingige Abtastung des Ortsraums und der Translationen
6.4.1 Die pyramidale Gaborwavelettransformation
Das Bild I(Z) wird nun im Ortsraum durch die Funktion
Sngap (F) = Y 6(F — fiag M) (6.4-1)
nEZ?
mit dem Abtastintervall A diskretisiert:
I(Z) = 1(Z)sagap (T) = 1(TTA¢ag")sagaz (L) (6.4-2)

I14(Z) ist das abgetastete, aber kontinuierliche Bildsignal I(77A), eine Folge (diskrete Funktion),
die nur auf den Abtastgitterpunkten definiert ist. Setzt man (%) in (5.1-15) ein, erhélt man

I(ig,m,l) = /deI Z(Sx—nAoao) Xzoma(T)

nEZ?
Z I(iiDoag") X5, m.i(loag")

neZ?

= ) I(idoag )ag X" {Q (221) (7 — )AO} (6.4-3)

neZ?

Bei der Berechnung der einzelnen Gaborwavelets ist man nicht an irgendwelche Gitter gebunden,
da die Funktionen insgesamt bekannt sind und exakt an jeder Stelle berechnet werden koénnen.
(6.4-3) ermoglicht dabei eine skonomischere Speicherbenutzung, da zum einen die Ausgabebilder
der Gaborfilterbank bei grofleren Skalen eine entsprechend reduzierte Gréfle haben, und zum an-
deren nur noch L Kerne berechnet und gespeichert werden miissen. Diese pyramidale Struktur ist
im Blockschaltbild von Abb. 13 visualisiert.

Damit fiir die kleinste Skala agy™, d.h. fiir die hochste Frequenzebene, jeder Gitterpunkt von
den Translationen erreicht werden kann, setzt man

A
ag”OKO =1 = Ag=ay™A. (6.4-4)
Die grofite Skala ist aé\/[“, wobei M an die Anzahl der Pixel Ny Ny gekoppelt sein sollte. Der endliche
Tréger des abgetasteten Bildsignals gibt die Menge

B={AecZ*| 0<n <Ny —1A0<ny<Ny—1} (6.4-5)

an.
Laft man die DGWT im Frequenzraum berechnen, was auch sinnvoll ist, so entsprechen die
Anti-Aliasing-Filter (AAF) mit den Abwértstastern einem Entfernen hochfrequenter Anteile und
einer entsprechenden Halbierung der Frequenzperiode.
Infolge dieser Vereinbarungen ist die Gaborwavelettransformation nun numerischen Berechnun-
gen zugénglich:

Z(fg,m,l) = DGWT{I(7)} (g, m,1)
— m—mo\ , —m. % 2rl — — —mg
= ZI(nAaO‘ Jag ™ x {Q <T> (7 —7ip)ag A]
nEZ?
- —me 2ml mo
= ZI(nAaO Jag "x |Q A (fig — R)ag ™A
nEZ?
= Y 1A% " (@)ag ™ (i — 1)
nEZ?

= ap™ I ") (7g) + (o) (6.4-6)



54 IR-INI 99-03, (© 1999 Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitit Bochum, FRG
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Abbildung 13: Struktur der pyramidalen Gaborwavelettransformation. Die Frequenzebenen liegen um
Oktaven auseinander.

mit

L 2nlN\ |

wm =x |Q (7 ) iy ma. (6.47)
1(a0" ") (1) ist eine um @' "™ abwiirtsgetastete Version von I(A), so da$ die diskrete Gaborwa-

velettransformation mit einem Satz Filter, deren Punktantworten sich nur durch die Orientierung
unterscheiden, berechnet werden kann. Aufgrund der sukzessiven Abwértstastung des Original-
bildes bezeichnet man diese Form als pyramidale Gaborwavelettransformation. Eine effektive py-
ramidale Bildkodierung wurde erstmals in (Burt und Adelson, 1983) in Form der Laplaceschen
Pyramide vorgeschlagen, wobei der Hochpaflanteil des Bildsignals jeweils festgehalten und kodiert
wird. Nach diesem Prinzip arbeitet auch die pyramidale DGWT. Die Struktur wird von Abb. 13
und die Hierarchie der Frequenzebenen von Abb. 14 visualisiert. In den Abbildungsbeispielen wird
von einem Oktavabstand zwischen den Skalen ausgegangen, was aber keineswegs notwendig ist.
Da das Eingangsbildsignal dezimiert und nicht blo8 abwartsgetastet wird, und diese Operation im
Frequenzraum stattfindet, kann ag jeden beliebigen Wert, der grofler als eins ist, annehmen. Dies
gilt selbstverstdndlich auch fiir die néchsten beiden Unterabschnitte.
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Abbildung 14: Halbierung der Nyquistintervalle bei der pyramidalen Gaborwavelettransformation (Tief-
pafabtastung). Hier ist nur eine Orientierung auf drei Frequenzebenen dargestellt und der Einfachheit
halber o = T gesetzt.

6.4.2 Die inverse pyramidale Gaborwavelettransformation

Mit der gleichen Struktur wie in Abb. 13 kann das kodierte Bild zuriickgewonnen werden. Man
beginne dabei unten, d.h. bei der groften Skala. y!(7) ist die zu x;(7) duale Gaborfunktion. Wie
bei der Signalanalyse ist es auch fiir die Synthese giinstig, den Weg iiber den Frequenzraum zu
nehmen. Anti-Imaging-Filter (AIF) und Aufwiirtstaster haben dann die Wirkung einer Verdoppe-
lung der Frequenzperiode und Nullsetzen der hinzugekommenen Frequenzpunkte. Die zugehorigen
Grundlagen der Abtastratenumsetzung kénnen in (Fliege, 1993) nachgelesen werden.

6.4.3 DGWT mit Bandpaflabtastung

Die datenspeichergiinstigste Implementierung beruht auf der separat optimalen Abtastung jedes
einzelnen Teilbandes, wobei bei Gaborwavelets mit kreisformiger GauB8funktion (d.h. fiir o = 7) das
Abtastintervall A bei konstanter Skala unveréndert bleibt. Abb. 16 zeigt, wie die entsprechenden
Intervalle im Frequenzraum ausgeschnitten werden, was einer Abwiértstastung um einen gebroche-
nen Faktor gleichkommt. Bei der Bildsignalsynthese beschreitet man den zur Tiefpalabtastung
umgekehrten Weg.

Im Falle einer Bandpaflabtastung kann ebenfalls eine pyramidale Gabortransformation nach
Abb. 13 berechnet werden. Das Abtastintervall bleibt fiir alle Orientierungen einer konstanten
Skala unverindert und halbiert sich bei Oktavwavelets beim Ubergang auf die nichst hohere.

6.5 Lokale Rekonstruktion

Aufgrund der Tatsache, dafl die Gabortransformation eine Lokalisierung in Orts- und Frequenz-
raum leistet, muf} keine Gesamtbildrekonstruktion durchgefiihrt werden, wenn nur einzelne Bereiche
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Abbildung 15: Struktur der inversen pyramidalen Gaborwavelettransformation. Die Skalen liegen um
Oktaven auseinander. Bei der Anwendung der dualen Gaborilter ist zu beachten daf$ der Vektorraum mit
einem anderen Maf ausgestattet ist: = 27*™ vgl. (4.2-16)

interessieren. Das geht soweit, daf eine lokale Merkmalsrekonstruktion fiir einen einzelnen Transla-
tionspunkt 771, aber aus allen Skalen und Orientierungen berechnet werden kann. Zu diesem Zweck
setzt man die Daten aller anderen Translationen zu null:

Io(ﬁo,m,l) — Io(ﬁo,m,l)(so(ﬁo - 7_7:1) (65—1)
Die entsprechende Rekonstruktionsformel lautet somit
My L-1

S ag " To(iin, m, xR EE (774, (6.5-2)

m=mgo [=0

A4
" an?

I, (TA)

Das Ergebnis ist zwar ein Bild der urspriinglichen Gréfle, die Grauwerte der einzelnen Bildpunkte
fallen aber mit steigender Entfernung von 7; stark ab.
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Abbildung 16: Halbierung der Nyquistintervalle bei der Gaborwavelettransformation (Bandpaflabtastung).
Hier ist nur eine Orientierung auf drei Frequenzebenen dargestellt und der einfachheithalber o = T gesetzt.

6.6 Wavelet-Frames und orthogonale Wavelet-Basen

In diesem Abschnitt soll kurz auf die wichtigsten Eigenschaften und Unterschiede von Signaldar-
stellungen mit den bisher behandelten Wawvelet-Frames und orthogonalen Wavelets eingegangen
werden.

Der Begriff ,Wavelet® wurde erstmals von den Geophysikern A. Grossmann und J. Morlet
im Jahre 1984 veroffentlicht (Grossmann und Morlet, 1984). Diese ,, wavelets of constant shape®,
wie die Autoren sie zunéichst nannten, waren iibervollstindige Frames, ohne daf} sie so bezeichnet
wurden. 1984 gelang Y. Meyer die Konstruktion orthonormaler Wavelet-Basen und 1989 in den
Arbeiten von Y. Meyer und S. Mallat die schnelle Transformation mit der sog. Multiskalenanalyse
(,, multiresolution analysis*, (Mallat, 1989)), die der Wavelet-Analyse zum Durchbruch verhalf.

6.6.1 Analyse und Synthese: Filterbinke und Multiskalenanalyse

Die Multiskalenanlayse ist eine effektive und numerisch stabile Methode zur Berechnung der diskre-
ten Wavelettransformation. Eine grundlegende Einfiithrung findet sich in (Fliege, 1993). Der Raum
der energiebeschrinkten Signale ist eine Verschachtelung von Unterrdumen, von denen jeder einer
Auflésungsstufe entspricht, d.h. jeder entspricht dem des um 2 abwértsgetasteten Signals aus dem
iibergeordneten Raum. Jeder diese Signalrdume wird von den orthogonalen Skalierungsfunktionen
aufgespannt, die néchste Auflosungsstufe kann durch Hinzunahme des entsprechenden Wavelets,
des orthogonalen Komplements, erreicht werden. Die gesamte Transformation geht im Falle von
Oktavwavelets auf diese Weise durch eine Kaskade von Zweikanalfilterbénken vonstatten, an deren
Ende ein Skalierungskoeffizient den Tiefpafianteil und viele Waveletkoeffizienten die Hochpaflanteile
tragen. Die MSA ist aus diesem Grund auch in der Lage, den Gleichanteil eines Signals zu kodieren,
da die Skalierungsfunktionen nicht mittelwertfrei sind. Die Zweige dieser Filterbank enthalten ein
LSI-System, deren Impulsantworten aus den Wavelets und Skalierungsfunktionen berechnet werden
kénnen, und einen Abwirtstaster (s. Abb. 17). Diese Thematik kann in dieser Arbeit nicht vertieft
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Abbildung 17: Struktur einer eindimensionalen Multiskalenanalyse mit drei Zweikanal-Oktavfilterbinken.
wo,n sind die Skalierungsfunktionen, die mit thren Translationen den Originalsignalraum aufspannen.

werden, weshalb auf (Mallat, 1989), (Fliege, 1993), (Louis et al., 1994), (Kaiser, 1994) verwiesen
sei.

6.6.2 Die Wavelettransformierte: iibervollstindige und kritische Abtastung

Bei der Gaborwavelettransformation nach (6.2-6) handelt es sich um eine Bildsignalzerlegung durch
eine M - L-Kanalfilterbank. Die Gesamtausgabe umfafit daher Drpp = M LN Ns, bei der Multi-
skalenanalyse Dj;s4 = N1No = D; Datenpunkte, wobei D; die Anzahl der Datenpunkte des
Eingabebildes ist. Zo (7o, m, 1) ist daher M L-fach iiberabgetastet, was bei den iiblichen 12 Orien-
tierungen und 5 Skalen einem Faktor 60 entspricht. Etwas 6konomischer verhélt sich dagegen die
pyramidale TiefpaBlabtastung, bei der die Anzahl der Ausgabeabtastwerte

M-1 —2M
N1 N. 1—a
Dpyrrp =LY —5-2 = N\N, L —2 (6.6-1)
m=0 0 1 =aq
betriigt, was fiir L = 12, M = 5 und ag = 2 auf einen Uberabtastungsfaktor
. D rTP 1-— (L72M
Upyrrp = —5— =1L 0 ~ 15,984 6.6-2
pyrTP D, - (6.6-2)

fithrt. Benutzt man eine Bandpaflabtastung, beschriankt sich der Nyquist-Bereich nur auf die Um-
gebung der Gaufiglocke. Fiir 7 = o ergibt sich somit die Anzahl der Bildpunkte zu

1—ag?™  NiNoL1—ay*

-2

6.6-3
1—a, a? 1—a, ( )

« ist hier der Dezimationsfaktor fiir die transformierten Bilder auf der kleinsten Skala. Vorausset-
zung fiir diese Uberlegungen ist allerdings, daf kein Teilband der kleinsten Skala von der Begren-
zung des Nyquistbereichs abgeschnitten wird.

6.6.3 Das Problem der ,,Verschiebbarkeit‘

Den oben bereits beschriebenen Vorteilen einer Wavelettransformation mit der Multiskalenanalyse
soll ein Nachteil gegeniibergestellt werden. Dabei handelt es sich um die Instabilitit der Ausgabe-
signale in den einzelnen Teilbéndern unter Translationen der Systemeingabe. In (Simoncelli et al.,
1992) ist dieses Phéinomen untersucht und veranschaulicht worden. Demnach kann sich bei einer py-
ramidalen Transformation mit orthogonalen Waveletbasen der Signalgehalt vllig é&ndern, wenn das
Eingabebild um nur einen Pixel verschoben wird. Dafiir sind weitgehend Blocke von dem in Abb.
18 dargestellten Typ, den man auch bei der Multiskalenanalyse in Abb. 17 benutzt, verantwortlich.
Ein dhnliches Verhalten ist in zwei Dimensionen beziiglich Drehungen und Subpixeltranslationen
zu erwarten. Die Transformation ist nicht verschiebbar, wenn in

M;—1Ms—1
127I?(n17n2> = Ig(Klnthng) = Z Z h(K1n1 — ml,Kgng — mg)ll(ml,mg) (66—4)

m1=0 mo=0
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Abbildung 18: LSI-System mit Abwdrtstaster

Iy(n1,n9) aus I, (n1,n2) nicht durch eine Interpolation rekonstruiert werden kann. Nichtver-
schiebbarkeit ist somit die Folge von Aliasing beim Abwirtstasten.

Bei der nicht skalenangepafiten diskreten Gaborwavelettransformation aus Abschnitt 6.2 ist
eine Verschiebung um einen oder mehrere Pixel trivial: Die Ausgabe in sdmtlichen Teilbéndern ist
ebenfalls um ebensoviele Pixel verschoben. Eventuell ist die Periodizititseigenschaft der DFT zu
beachten. Da die Abtastung so vorgenommen wird, daf in keinem Teilband wesentliche Aliasing-
Effekte auftreten, bewirkt auch eine Subpixelverschiebung nur leichte Verdnderungen, weil die
Gaborwavelettransformation aus LSI-Systemen besteht. Wird ein Bildsignal mit der Pyramide aus
Abb. 13 kodiert, so kann dank der AAF der Tiefpafianteil der néichst héheren Stufe durch Interpola-
tion wiederhergestellt werden. Daher ist auch hierbei kein instabiles Verhalten eines Teilbandbildes
zu erwarten.

Das Problem der Verschiebbarkeit 148t sich auch auf die Orientierungen einer zweidimensionalen
Wavelettransformation erweitern, wobei allerdings nur darauf zu achten ist, dafl alle Winkel im Fre-
quenzraum einigermaflen gut abgedeckt sind, was bei den Gaborwavelet-Frames immer moglich ist.
Ist dies der Fall, kann aus der Transformierten jedes beliebige Teilband durch Rekonstruktion aus
allen Teilbéndern und Projektion des Ergebnisses auf eine entsprechende Waveletfunktion erfolgen.
Die numerische Stabilitdt bei diesem Vorgehen ist natiirlich durch die Frameschranken vorgege-
ben. Statt dessen kann aber auch die Redundanz der Frametransformierten ausgenutzt werden.
Das Verhalten zweidimensionaler orthogonaler Wavelets ist dagegen in dieser Hinsicht problema-
tisch. Nach (Louis et al., 1994) kénnen sie nur die Orientierungen in Richtung der kartesischen
Koordinatenachsen und der Diagonalen annehmen. Dagegen gibt es aber auch (nichtorthogonale)
Kerne, die sich durch eine Linearkombination endlich vieler Funktionen in jede beliebige Richtung
drehen lassen. Solche Filter wurden von W. Freeman und H. Adelson entworfen und untersucht (s.
(Freeman und Adelson, 1991)).

Zusammenfassend sei fiir diesen Abschnitt angemerkt, dafl das Problem der Verschiebbarkeit
durch die Ubervollstindigkeit der Frametransformatierten weitgehend entschérft ist. Denn man
kann nach (4.2-24) die Frametransformierte beziiglich eines hinzugefiigten Indexvektors m’ aus
den bisher bekannten transformierten Daten berechnen.
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Teil III
Komplexe Zellen

e Polynome und Fourieramplituden.
e Die Hayesschen Theoreme.
e Patches.

e Mehrdeutigkeit der Jetrekonstruktion.

Eindeutige Gesamtbildrekonstruktion.

Probleme bei der numerischen Umsetzung.
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7 Rekonstruierbarkeit lokaler Merkmale aus Gaborampli-
tuden

7.1 Fourieramplituden

Die Fouriertransformierte ein- oder mehrdimensionaler Funktionen (2.1-1) kann nach Betrag (Am-
plitude) und Phase als

f@) = /@)@ (7.1-1)
dargestellt werden. Um f(Z) oder f(7) wieder vollig nach (2.1-2) aus dem Frequenzraum rekonstru-
ieren zu konnen, ist die Verfiigbarkeit sowohl der Amplitude als auch der Phase nétig. Fourieram-
plituden spielen aufgrund ihrer Translationsinvarianz eine gewisse Rolle in der Mustererkennung,
s. (Gardenier et al., 1986), diirften aber lokalisierbaren Tranformationen mit Weyl-Heisenberg-
Systemen oder Wavelets unterlegen sein.

7.1.1 Polynome in einer und mehreren komplexen Variablen

Polynome vom Grad N — 1, die aus der eindimensionalen Z-Transformation einer reellen Folge,
d.h. einer diskreten Funktion, entstehen, lassen sich als Produkt aus Linearfaktoren darstellen:

Theorem 1 (Fundamentalsatz der Algebra)

N-1 N-1
f(z) = Z fn)z™" =c¢ H (z7' —am) z,am € C, f €R. (7.1-2)
n=0 m=1

Das bedeutet, dal Polynome in einer Variablen immer im Sinne von Theorem 1 reduzierbar sind.
Um den Beitrag der einzelnen Linearfaktoren zu Amplitude und Phase des eindimensionalen DSFT-
Spektrums darzustellen, betrachtet man nur Punkte auf dem Einheitskreis z = ¢* in der z-Ebene:

) N-1 ) N-1 )
fle™y = > fme ™ =c [ (e —am)
n=0 m=1
= e’ [T le™ — amle’m®). (7.1-3)
m=1

Es wird sich zeigen, dafl die durch Theorem 1 festgelegte Reduzierbarkeit in Linearfaktoren bei
Polynomen in mehreren Variablen nicht mehr gegeben ist. Die folgenden beiden Theoreme bringen
diesen Sachverhalt zum Ausdruck.

Theorem 2 (Hayes und McClellan, 1982) Ist f : RM — RN, M < N eine stetig differenzierbare
Abbildung, so hat f(RM) in RN das Maf§ Null.

Man betrachte im folgenden Polynome in K Variablen vom Gesamtgrad N = ZJK:1 N; mit reellen
Koeffizienten:

In@ =Y. ) fa™ . 2" € P(N,K). (7.1-4)

n1=0 nx=0

Die Koeffizienten f(7i) eines Polynoms aus P(N, K) konnen als ein Punkt in einem «(N, K)-
dimensionalen Vektorraum gesehen werden, d.h. jedes Polynom in K Dimensionen vom Gesamt-
grad N ist durch a(N, K) Punkte eindeutig definiert. Jedem dieser Punkte ist eineindeutig ein
Element aus P(N, K) zugeordnet. Fiir das folgende Theorem ist es giinstig, auch komplexwertige
Koeffizienten zuzulassen, was bedeutet, daf man es jetzt mit Vektoren im R2*(N-K) die die Real-
und Imaginérteile enthalten, zu tun hat.

Theorem 3 (Hayes und McClellan, 1982) Sei Q C P(N, K) die Teilmenge aller reduzierbaren
Polynome aus P(N, K), dann entspricht Q einer Teilmenge, die das Mafs Null im R2¥(N-K) pat,
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Beweis: Sei ein reduzierbares Polynom der Form
In(®) =X (Dhn-(2) € Q(L), (7.1-5)

wobei §1,(2) und hy_(Z) einen auf 1 normierten Koeffizienten zum nullten Grad haben. In der
Vektordarstellung von (7.1-5) 148t sich die obige Zerlegung als stetig differenzierbare Abbildung

R2 x R2MIE)-2 o R2a(N-L,K)—-2 _, R2a(N,K) (7.1-6)
beschreiben. Der Beweis ist nach Theorem 2 erbracht, wenn sich
242a(L,K)—242a(N—-L,K)—2 < 2aN,K) &
oL, K)+a(N-L,K)—1 < «alN,K) (7.1-7)

als richtig herausstellt. Um dieses wiederum nachzuweisen, benotigt man zunichst den trivialen
Zusammenhang

a(N,K)>a(N—-1,K) VYN>1K>1. (7.1-8)

Soll das Polynom aus (7.1-5) um eine Variable erweitert werden, so kann es eindeutig zum einen
als

Mz

(Z, 2K +1) ZK+1 (7.1-9)

7=0

und zum anderen mit den Dimensionen der Koeffizientenvektoren formuliert werden:

N-1
2(N,K+1) = 2 alN-jK)+2 <
7=0
N-1
a(N,K+1) = > a(N-jK)+1
3=0
N-L-1 N-1
= a(N —j,K)+ a(N—-j,K)+1
7=0 j=N—-L
N-L-1 L—1
= a(N —j,K)+ a(L—j,K)+1
7=0 7=0
N-L-1
= a(N—jK)+a(lL,K+1) =
§=0
N-L-1

a(N,K+1) > > ao(N-L-jK)+o(LK+1)
J

0
a(N—LK+1)—1+a(L,K+1)
a(N,K') > a(N—-L,K')—1+a(L K (7.1-10)

Dies gilt jedoch nur, wenn K/ = K +1 > 2. Aus (7.1-7) wird somit
a(L, K"+ a(N — L,K') — 1 < a(N, K"). (7.1-11)

K > 1 ist als Dimension der Definitionsmenge des Polynoms immer gegeben, z.B. durch (7.1-4).
a(+,0) wiirde daher keinen Sinn haben. Q hat das Mafl Null in P(N, K), so dal die endliche
Vereinigung

U eow =2 (7.1-12)

in P(N, K) ebenfalls das Mafl Null hat. O
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Fiir die Anwendung bedeutet dies, dafl es sehr unwahrscheinlich ist, auf ein Bildsignal (bei K’ = 2)
zu treffen, dessen DSF'T ein reduzierbares Polynom liefert. Trotzdem soll eine Faktorisierung der
Z-Transformierten in den folgenden Betrachtungen moglich sein, wodurch die allgemeine Formu-
lierung

M
f(2) = a5 [ £5(2) (7.1-13)
j=1

motiviert wird. f;(Z) sind hierbei nichttriviale und nichtreduzierbare Polynome. Nichttriviale Po-
lynome sind bei (Hayes, 1982) solche, die aus mehr als einem Summenglied bestehen.

7.1.2 Die Hayesschen Theoreme

In (Hayes, 1982) sind einige Eindeutigkeitssitze zu Nur-Amplituden- und Nur-Phasenrekonstruk-
tionen nebst Algorithmen beschrieben. Fiir das Problem der Signalrekonstruktion aus Amplitu-
denspektren bzw. aus

(e, e )2 = fe,e) f(e, 2y = (e, eive) e, e i)

= f(zl, Zz)f(zl_l, 22_1)|21:eiz/1122:ei1/2 = 7r(z1, Z2)|21:ew1722:ew2 (7.1-14)

wendet man die Zerlegung (7.1-13) an:

M
7r(z1,22) = a? H fj(zlv Zz)fj(zf17 251)- (7.1-15)
j=1

Dieser und allen nachfolgenden Polynomformulierungen liegt die Z-Transformation nach (2.2-20)
zugrunde. Die Multiplikation mit z; V™25 N2 macht daraus ein Polynom vom Grad 2[(N; —
1)+ (Ny — 1)] in 27 '25 !, némlich

M
Gr(21,22) = 27 T g NV (21, 20) = 0® [ fi(21, 22) f (21, 20). (7.1-16)
j=1

fi (21, z2) ist die Z-Transformierte des am Mittelpunkt gespiegelten Bildsignals, d.h.
J
f(z1,2) = zl_N1+122_N2+1f(21_1, 2y b, (7.1-17)

wenn f(z1,2) keine trivialen Faktoren hat. Mit dem Ziel, die Eindeutigkeit eines nur aus Am-
plituden rekonstruierten Bildes bis auf Negation und Punktspiegelung zu zeigen, werden mehrere
Theoreme bendtigt. P, (N1, Na) sei die Menge aller reeller zweidimensionaler Signale auf einem
endlichen Tréger [0; Ny — 1] x [0; N2 — 1].

Theorem 4 (Hayes, 1982) Sei f() € P,(Ny, No) mit einer Z-Transformierten der Form

M

f(z1, 20) = azy ™0t 25 02 H fi(z1,22), (7.1-18)

j=1

wobei Vj = 1,...M fi(21, 22) michtreduzierbare und nichttriviale Polynome sind. Wenn g(7l) €
P(it) und |f(e™,e™?)| = |g(e™, e™2)| Vi, dann hat §(e™1,e™?) die Form

gl ™) = 2az; ™5™ [ fiznz) [ Fi(2122). (7.1-19)

JE[,M] J[1,M]

Beweis:

lge™ ™) = [f(e™,e™)| & flzr,22)f(21 " 25 ") = §(21,22)9(27 25 1), (7.1-20)
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Ebenso wie f(z1,22) 1iBt sich auch §(z1, z2) als
L
J(z1,22) = bzy M0z, 02 H g;(z1, 22) (7.1-21)

schreiben. Die Faktoren §;(z1, 22) sind nichttrivial und nichtreduzierbar. (7.1-21) und (7.1-18) in

(7.1-20) eingesetzt und mit z; VT2 M2 multipliziert, liefert

M L
a*zy Mz [ i z) fy (21 20) = 0720 2™ [ [ 35(20,22)35 (21, 22). (7.1-22)
j=1 j=1

Da auf beiden Seiten von (7.1-22) Polynome stehen, muf es zu jedem Faktor auf der rechten Seite
einen Faktor auf der linken Seite geben, der sich von ihm nur durch eine multiplikative Konstante

unterscheidet. Daraus folgt unmittelbar, dal M = L und @/ = 71" gilt:
M
a Hfg 21, 22) fi (21, 22) = b7 Hg; (21,22)9; (21, 22)
j=1
= g(z1,22) = czy "'z H fi(z1,22) H fj_(zl,zg). (7.1-23)
je[1,M] J¢[1,M]
Da weiterhin nach Voraussetzung |f(e™1, e™2)| = |g(e?, ¢?2)| ist, muB ¢ = +a folgen. O

Fiir weitere Uberlegungen soll f(z1, z5) symmetrisch genannt werden, wenn fiir beliebige my, my >
0
Flar, ) = 27 ™2™ o 25) (7.1-24)

gilt. In dem Zusammenhang ist f(z1,22) mit f(7) € P.(Ny, N3) ohne trivialen Faktoren,

(21, 22), (7.1-25)

Zlv 22

H'::li

symmetrisch, wenn 3 5
f(z1,22) = £f7 (21, 22) (7.1-26)

gilt. Der allgemeine Ausschluf} trivialer Faktoren gewiihrleistet, dafl der bei (0, 0) beginnende end-
liche Triger nicht verschoben wird. Fiir die folgende Diskussion ist es hilfreich, mit einer Aquiva-
lenzklasse der Sequenz f(i) die Menge aller g(7) zu bezeichnen, die fiir ein 7 aus f(7) durch

g(i) = £f(m+7) < g(7) ~ f(77) (7.1-27)

hervorgehen. Siamtliche Signale einer Aquivalenzklasse haben dasselbe Amplitudenspektrum.
Will man ein neues Signal mit dem gleichen Amplitudenspektrum generieren, so braucht man
in (7.1-19) nur ein f;(21, 22) durch ein f; (21, 22) zu ersetzen. Sind die nichttrivialen und nichtre-

duzierbaren Faktoren fj(zl, z9) zudem noch symmetrisch, d.h.
fiz1,22) = £f7 (21, 22), (7.1-28)

dann kann ein solcher Austausch nicht mehr als einen Vorzeichenwechsel bewirken, womit auch kei-
ne neuen Aquivalenzklassen erzeugt werden. Theorem 5 ist daher eine direkte Folge von Theorem
4, da mit einem nichtsymmetrischen und nichtreduzierbaren Faktor p(z1,22) genau eine Aquiva-
lenzklasse iibrigbleibt, wenn p(z1, 20) durch p~ (21, 22) ersetzt wird.

Theorem 5 Habe f(z1,20) mit f(il) € P.(Ny, Na) héchstens einen nichtreduzierbaren und un-
symmetrischen Faktor, d.h. die Form

M
f(21,22) = p(21, 20 H (21, 22), (7.1-29)
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wobei P(z1, z2) nichtreduzierbar und fj(zl, 20)Vj =1,..., M nichtreduzierbar und symmetrisch ist.
Ist §(ii) € Py(Ny, No) mit |f(e™r, e2)| = |g(e™ 6“’2)|VV dann gilt
g(7) ~ f(i7). (7.1-30)

Theorem 6 (Hayes, 1982) Seien f, g € P,(N1, N2) definiert mit einem endlichen Triger
ny € [O,Nl — 1], Nng € [O,NQ — ].}, (71—31)

und sei M die Menge von M paarweise verschiedenen Punkten in N'x N" mit M > 4(Ny —1)(No —
1)+ 1. Hat f(z1, 22) hdchstens einen nichtreduzierbaren und nichtsymmetrischen Faktor und gilt

[F(e™, ™) pm = |g(e™", ") m, (7.1-32)

dann
g() ~ f(i1). (7.1-33)

Beweis: M sei zunédchst unbekannt. f, g € P,(Ny, N2) haben den endlichen Tréger (7.1-31). Z
sei hier die zu M #quivalente Menge im C2. Daher gelten die Beziehungen

|f(e™, e™) 3 =gz, 22)lz A [F(€™, ™) 3 = |g(e™, ™)}
= Fr(z1,2)|z = Te(z1,22)|z,
Gr(z1, )|z = Go(z1,22)|z. (7.1-34)

Gr(z1,22) und g4(z1, 22) sind Polynome in 27 'und z; ' mit dem Summenglied héchsten Grades

vz, Q(lel)z; 2N2=1) - qaher gilt fiir die Gesamtzahl an Abtastpunkten

M>2(Ny—1)-2(Ny— 1)+ 1 =4N; Ny — 4Ny — 4N; + 5 (7.1-35)

(wegen des nullten Grades ist ein Polynom in einer Variablen vom Grad N durch N + 1 paarweise
verschiedene Punkte bestimmt). Deshalb ist

‘?f(»27 = qq(%) vZe C?
= [f(e™, )] = [g(e™, e Vi € R2. (7.1-36)

Folglich gilt mit Theorem 5, wenn f (21, z2) hochstens einen nichtreduzierbaren und nichtsymme-
trischen Faktor hat, daf3

g(it) ~ f(7). (7.1-37)
O

Damit gibt es fiir das Ergebnis einer Nur-Amplitudenrekonstruktion g(7) eines reellen Bildsignals
mit dem genannten endlichen Trager nur vier Moglichkeiten:

g(ni,n2) = f(n,n2) Vv

g(ni,ne) = —f(ni,n2) Vv

g(ni,ne) = f(Ni—1—-n1,No—1—mng) V

gni,ma) = —f(N1—1—n1,Ny—1—ng). (7.1-38)

Die wichtigste Voraussetzung fiir die bisherigen Uberlegungen ist die Nichtreduzierbarkeit fast aller
Polynome in zwei oder mehreren Variablen. Sollte sich das Polynom tatséchlich faktorisieren lassen,
sollten die iibrigen nichttrivialen Faktoren symmetrisch sein, um nicht noch einen héheren Grad
an Mehrdeutigkeit hervorzurufen.

Es ist noch wichtig anzumerken, dafi Theorem 6 keine dquidistanten Gitterpunkte verlangt,
sondern nur eine Mindestzahl an paarweise verschiedenen Punkten im Frequenzraum. Dabei dient
die hohe Zahl M nur dem Vergleich der Quadratamplituden, fiir die aufgrund der Autokorrelati-
on, bei der sich der Triger auf [0, 2N; — 1] x [0,2Ny — 1] vergrofert, im Ortsraum entsprechend
mehr Abtastwerte erforderlich sind, was einer Interpolation im Frequenzraum gleichkommt. Diese
Erweiterung mufl jedoch vor dem Wegwerfen der Phasen vorgenommen werden, da Abtastraten-
umsetzung und Betragsbildung nicht vertauscht werden diirfen.
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7.2 Die Eindeutigkeit der Jetrekonstruktion

Zur Erkennung von Objekten, vor allem von Gesichtern, wird fiir den Vergleich lokaler Merkmale
Gaboramplituden an eben diesen Stellen # herangezogen, |J;(%o)|. Diese werden mit allen Skalen
und Orientierungen zu einem Vektor zusammengefasst,

Mo L—1

Z Z ‘jﬁmz e(m mo+1)L+1> (7.2-1)

m=mg =0

der nach (Lades et al., 1993) Jet genannt wird. e ist der i-te Einheitsvektor in RME.

7.2.1 Gabor- und Fourieramplituden

Im folgenden soll der Zusammenhang zwischen einem Jet aller Orientierungen einer konstanten
Wellenzahl ko hergestellt werden. Dazu wird das Bildsignal I (Z) mit einem isotropen Bandpafl
Hjy,, (%), dessen Ubertragungsfunktion beispielsweise die Form

_ 2SI —kg)?
2

H,(@)=e % (7.2-2)

haben konnte, gefiltert:
IBP(7) = I(7) * Hyy (3). (7.2-3)

Der néchste Schritt ist die Fensterung im Ortsraum mit der Gaufiglocke

HE . o2 —2si?
Fi (Z) = e 202 o= F}, (J) = 12¢ ko (7.2-4)
0
an der Stelle ¥y, wodurch das Bild
Qoo (T) = I (2) Fio (7 — o) (7.2-5)

entsteht. Dieses fouriertransformiert ergibt

A - 1 -pp, Ao —idTE
Quods(@) = 5 IBF (@)% [y (@)e"
2 ) _Sle=sn
- 2;‘1'14;2 R2 dzwlflip(u_f/) TRy i T E —id (7.2-6)
0

Um die Mittelwertfreiheit des transformierten Bildes fiir den Vergleich mit Gaborkomponenten
herzustellen, wird Qp, z, (&) zu

Pko,fo (Jj) = ng,g‘c‘o (CU) - Qko,fo (6)6 2k3 e o
- oA K oim =
Pkmfo (‘r) = kafo (‘r) - kafn( )O__Fko (:E {E())
= [II?OP( r) — Qko 70 (0) | Fr, (& — o) (7.2-7)

korrigiert. Das auf diese Weise modifizierte Bildsignal Pko,a?o (&) ist somit durch Bandpaffilterung,
Intensitéitsabsenkung und Fensterung aus I(Z) hervorgegangen und soll als Patch bezeichnet wer-
den. Nach Konstruktion ist Py, z,(%) mittelwertfrei:

-,

Py, 5, (0) = 0. (7.2-8)
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Zur Weiterverarbeitung geht man nun von (7.2-7) aus:

o2 _le-sni? -
D .~ _ 2 1 7BP/~/ 2k2 i’ By ,—id" o
Pus@) = oo [ RS IEN@)e e
0 JR
2 2s)2 a2)s )2
g 52 izl 2 SN T o2 i’ Tz
_ 26 2kg e 1Ty W de/IﬁP(w')e 2kg ezw Zo
27T]€0 R2
2
_ 9  —iaTz
27rkg

np -l it _asiPHie? |
/ PO I (W) e 6 —e ko e o, (7.2-9)
R2

Halt man den Patch im Frequenzraum an den Punkten

- cos _
& = ko { Sm:j } = koé(yp) (7.2-10)
fest, so ergibt sich
3 > 0% ikedlp)"E
Pro,70[ko€()] = 22 € kolle) %o .
0

. _ o ka2 4ED) i
/ d2w’ IkBP(LUI> e 2k3 —e 2k2 eid Zo
0
R2

2
_ T —iked(9) i |

2mk3
/ AW IR (&) e (@)™ 70
R2

2
o o \T A . -
_ —ikoé(p)” To 2 1 #BP -\ i@ Zo
= ——e 1R2d w jkog(w)(w )e

2mk3
- 0_2 —iko&(p)" JCDJBP (Z). (7.2-11)
k.(?) ko€(p)

Das heifit, daf} fiir den Jet des Bandpafbildsignals an der Stelle &y

ko

|Tiatte) (To)l = ~5 | Pro. 0 [hof(0)] (7.2-12)

gilt.
Die obigen Rechnungen hétten auch in abgetasteter Form vorgenommen werden kénnen. Das
Ergebnis (7.2-12) fiir ortsdiskrete Signale und Systeme lautet analog

[T ot (7 )\ZU—OIPK 7io [Ko€(p)]l- (7.2-13)

Bei der diskreten Durchfiithrung ist allerdings bei der Fensterung Vorsicht geboten, da die entspre-
chende Faltung im Frequenzraum Aliasing verursachen kann. Daher ist von vornherein ein verklei-
nertes Abtastintervall vorzusehen. Bei (7.2-12) oder (7.2-13) handelt es sich um eine Schnittstelle
zwischen Fourier- und Gaboramplituden, die es ermdoglicht, Aussagen iiber die Eindeutigkeit des
aus dem Jet rekonstruierten Bildes in (7.2-13) mit Hilfe der Hayesschen Theoreme zu machen. Der
Frequenzraum muf} fiir die Eindeutigkeit nicht wie bei der diskreten Fouriertransformation mit
einem Raster dquidistanter Gitterpunkte abgetastet werden, sondern die Punkte miissen nur in
erforderlicher Anzahl auftreten und voneinander verschieden sein. In diesem Fall werden sie auf
einem Kreis mit dem Radius k¢ angeordnet.

Da das Gesamtbild im Ortsraum iiber seine endliche Pixelanzahl bestimmt ist, ist im Frequenz-
raum die gleiche Anzahl an Abtastwerten notwendig, wobei deren Anordnung nicht von Bedeutung
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ist. Sie koénnen also auch auf dem Kreis der Frequenzebene kg liegen. Ein Patch verkleinert zwar
theoretisch den Triger des Bildsignals nicht, aber die Betrachtung seiner Randbereiche ist nu-
merisch aufgrund der Intensitdtsquantisierung nicht mehr sinnvoll, weshalb der Definitionsbereich
eines Patches P, 7,(7) quadratisch mit der Seitenldnge Np gegeben ist. Um einen solchen Patch
aus (7.2-12) rekonstruieren zu kénnen, mufl die Gabortransformation auf der Frequenzebene rg
mit

L=2Np(Np—1) (7.2-14)

Orientierungen durchgefiihrt worden sein. Da ein Patch jedoch kein allgemeines Bild ist, sondern
auflerhalb eines symmetrischen Frequenzbandes (nahezu) verschwindet, kann diese Zahl, wie in den
folgenden Abschnitten gezeigt werden wird, weiter reduziert werden.

7.2.2 Anpassung der Abtastrate des Patches an die Bandpaf3frequenz

Aus (7.2-12) ergibt sich nun das Problem, den Patch (ein kleines Bild) im Ortsraum aus den
Gaboramplituden auf der Frequenzebene kg zu gewinnen. Abgesehen von der eigentlichen Rekon-
struktion, die in Abb. 20 erklirt ist, miissen die Abtastwerte eines Minibildes aus Punkten auf
einem Frequenzring, die den Orientierungen der Wavelettransformation entsprechen. Es miifiten
sehr viele Orientierungen vorgesehen werden. Sie lassen sich aber durch eine Begrenzung des Bandes
mit der Mittenfrequenz kg einschrinken, damit nur die signifikanten Patchpixel berechnet werden
miissen. Die Grenze wird bei einem Schwellwert der durch die Faltung in (7.2-6) verbreiterten
Ubertragungsfunktion H, ko gezogen (s. rechte Seite von Abb. 19). Die Fensterung bewirkt ndmlich
im Frequenzraum eine Glittung des Spektrums, d.h. niherungweise verbreitert sich das Gaufiprofil
in radialer Richtung um v/2, so da man sich zum vorzugegebenden Schwellwert v durch

_ oA wg—ke)?

vy R e kg
2 1
= wag ~ kg (1 + —4/In —)
o\~
=~ A= =~ i . (7.2-15)
wa k‘o (0’ +2./In %)

eine Vorstellung von der Grenzfrequenz und vom Abtastintervall des Patches Pko,fo machen kann.
Um die notige Anzahl Datenpunkte auf der Frequenzebene kg festzulegen, muf}, abermals mit

einem Schwellwert (¢), der auf die Fensterfunktion Fy, angewandt wird, die Pixelanzahl pro Patch

festgelegt werden. Py, z, liegt hierbei in einem kleinem Quadrat mit der Seitenléinge a. D.h.

a2 ,2

_Tko
€ = e 202
20 1
= = —4/2ln-. 7.2-16
a o V2 ( )

Fiir eine Koordinatenrichtung ergeben sich somit unabhéngig von der Frequenzebene kg

a 2 1 1
Np=—=~ =4/2In~ 24/In = 2-1
P=xR n- (JJr n’y> (7.2-17)

Pixel, d.h. alle Patches speichern ihre Bildinformationen auf demselben Raster. Bei diesen Uberle-
gungen ist vorauszusetzen, dafl sich die Eingabebilder ,,verniinftig* verhalten, so dafl die Verteilung
der Signalleistung tiber die Frequenzen in etwa von der erwihnten verbreiterten rotationssymme-
trischen Gaufunktion geformt wird.

7.3 Bildrekonstruktion aus Gaboramplituden

Will man ein ganzes Bild aus Gaboramplituden einer Frequenzebene rekonstruieren, miissen meh-
rere Patches an mehreren Punkten, z.B. auf einem Gitter, erzeugt werden. Die Rekonstruktion
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jedes Patches liefert unabhéngig von den anderen eine der vier durch die Hayesschen Theoreme
gegebenen Moglichkeiten. Sind die einmal richtig gewéahlt, kann das Bandpafisignal verlustfrei wie-
dergewonnen werden.

7.3.1 Rekonstruktion des Patches P, 7, () aus dem Jet |‘7HB()§(@)(T_L'0)|

Gegeben ist der Jet an der Stelle &y auf der Frequenzebene ky. Er kann als Fourieramplituden-
spektrum eines Patches interpretiert werden:

0_2

| Pro. o [0€()]| = K(g)|«7£§(¢)(ﬁo)| (7.3-1)
Aus (7.2-14) und (7.2-17) 148t sich die Anzahl der Orientierungen des Jets auf der Frequenzebene
abschétzen. Es ist sicher giinstig, diese gleichméfig auf dem Kreis anzuordnen:

_ 2mj

90] - L

Das Ziel der folgenden Rechnungen ist die Extrapolation der Frequenzen auf dem Ring k¢ in

seine Umgebung, die vom Schwellwert v (s. Abschnitt 7.2.2) nach auflen begrenzt wird (s. Abb.

19). Zun#chst miissen aus dem Jet die Fourieramplituden des Patches auf einem dquidistantem

Gitter errechnet werden. Nach Quadrierung kénnen die Patchamplituden aus (7.3-1) als DSFT
einer Autokorrelationsfunktion auf der Frequenzebene kq interpretiert werden:

Vji=0,...,L—1. (7.3-2)

Np—1 Np—1
» = - > 1 o\ —iiiTkoe
Py o [R0e(@)]2 = Pploc(o)] = 5= Y. Y rp()e T R, (7:3-3)

2w
ni=—Np+1ns=—Np+1

Die Korrelationsfunktion im Ortsraum kann auf einem #quidistanten Raster aus #p(p) mit der
DFT berechnet werden:
Np—1 Np—1

1! 1 ¥ —igna=g P 7t
rp(it) = 2]\]}37_1 Z Z Tp(p)e NP . (7.3-4)

p1=—Np+1ps=—Np+1

Hier kann ausgenutzt werden, dafl eine punktsymmetrische und reelle Funktion im Ortsraum auch
im Frequenzraum punktsymmetrisch und reell ist. Damit wird aus (7.3-4)

-1 Np—1 Np—1

wi) = gl X | X m@e

p1=—Np+1 p1=1 ) pa=—Np+1

1 Np—1 ) 5
o —isN o= P2N2
ey D DR ELCYO L
p2=—Np+1

1 Np—1 Np—1 5
o — izt (—p1ini+p2n2)
= rp(—p1,p2)e NPt
p1=1 po=—Np+1
1 Np—1 Np—1 R
< —isna=g (p1n1+p2nz)
S O
5Ny 1 (p1, p2)
p1=1 po=—Np+1
1 Np—1 -1 o
e DR L
2Np — 1
p2=1 p2=—Np+1
Np—1 Np—1
A DI e
o —p 7
_ Fp(—p)e' TP 1
2Np — 1 (=7)
p1=1 po=—Np+1
Np—1 Np—1

1 o . ﬁTﬁ
e D DRED DI G

p1=1 pa=—Np+1
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1 Np—1 e 1 Np—1 5
o —lgN =T P2N2 o LN a—T P22
ton 7 2 FPOp)e T b o Y | (0, po)e T
p2=1 p2=1
Np—1 Np—1 T =
2 y 2rp' N
il D DR DI G L e
p1=1 po=—Np+1
9 Nt 27 pan
y 212
+2NP . pzl 7p (0, p2) cos SNp 1 (7.3-5)
o
(#p(0) = 0). Dariiber hinaus wei man iiber die zu transformierende Funktion #p(7), daB sie

auflerhalb eines Rings verschwindet. Der Schwellwert, unterhalb welchem die Funktion zu null
gesetzt wird, ist mit 7y in (7.2-15) bereits festgesetzt. Dieser Ring kann nun als

2 /1 2 /1

ko <]. — —4/In —) < H(Ij” < ko (1 + —4/In —) =
g Y a Y
2 1 B 2 1

Ko (1 — —4/In —) < |7l <ko (1 + —4/In —) &
o ~y o ~

2 1 2 1
pu = o <1 1n)s loll < po <1+ ln)po (7.3-6)
o Y o Y

und die Punktmenge, die darin definiert ist, mit

K={peZ?| pu<|Al<po} (7.3-7)

beschrieben werden. (7.3-5) wird mit diesem Ergebnis zu

. 2 5 QWﬁTﬁ
re(l) = oN, 1 *e;czxrp(m O oNp 1
pEh,p1Z
2 . 2mpang
+2NP — Z 7p (0, p2) cos SNp 1 (7.3-8)
Pusp2<po

umgeformt. Hierbei sei darauf hingewiesen, dafl die Schwellwerte ¢ und « nur relativ zu sehen sind,
da sie sich nur auf die Héhe der Gaufiglocke und nicht auf den tatséchlichen Signalhub beziehen. Um
schliellich die Korrelationsfunktion des Patches auf einem dquidistanten Abtastraster zu erhalten,
muf} ein lineares Gleichungssystem, das sich durch Einsetzen von (7.3-8) in (7.3-3) ergibt,

’Pﬁo,ﬁo [Hog(@j)] ’2 =

1 2 fet et T 2T 7
prek —i1" ko€(p;
T 3 Pﬁoﬁo(ﬁ)] 3 > ) s ZT
pER,p12>1 ni=—Np+1lne=—Np+1
1 2 Ne! et 27 pan
pre —itT koelw; 2712
+77T(2N ) Z PKO%O(O,pg)‘ Z Z e 0€(®5) cos ONa 1
P Pu<p2<po ni=—Np+1lnag=—Np+1 P
VjZO,...,LI—l, (7.3-9)

gelost werden. L’ gibt somit die Anzahl der Orientierungen ¢; an, weshalb, um das System (7.3-9)
eindeutig zu 16sen,

L/ = ’Kﬂ[{ﬁEZﬂ 1§p1§Np—1/\—Np—|—1§p2§Np—1}
U{peZ*| pr=0A1<p,<Np-—1}]| (7.3-10)

gilt. Da die Systemmatrix aus (7.3-9) nur fir L' = %L vollen Rang hat, kann in diesem System nur
die Hélfte der Orientierungen beriicksichtigt werden, was mit der Ausnutzung der Symmetrie der
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Abbildung 19: Wirkung des Gleichungssystems (7.3-9).

Korrelationsfunktionen im Frequenzraum zu tun hat. Die Operation |-| auf eine Menge angewandt,
liefert die Anzahl ihrer Elemente. Die Elemente der Systemmatrix zum Gleichungssystem (7.3-9)
lassen sich durch eine diskrete Kosinustransformation berechnen. Es bleibt noch anzumerken, daf3
die Summation im diskreten Frequenzraum sich nicht iiber das gesamte Intervall [-Np+1; Np —1]
erstreckt, sondern nur jeweils etwa bis zur Hélfte.

Hat man eine Lésung gewonnen, kann jeder Patch aus seinem Amplitudenspektrum mit Algo-
rithmen, wie z.B. aus (Fienup, 1987), rekonstruiert werden. Ein solches ,, phase retrieval® (s. Abb.
20) liefert néherungsweise ein Element der Menge

{Psy.iio(n1,n2), —Puyio(n1,n2), Payio(Np—1—n1,Np—1—ns),

—Pyq,itg(Np — 1 —n1, Np — 1 —n2)}, (7.3-11)

d. h. eine bandgefilterte, gefensterte, abgesenkte und dezimierte Version von I(77). Die obigen
Uberlegungen sowie Theorem 6 ergeben, daff ein Jet ein durch eine Gaborwavelettransformation
extrahiertes lokales Bildmerkmal an einer festen Stelle 7y und fiir eine Skala mit der Mehrdeutigkeit
aus (7.3-11) kodiert.

Anzumerken bleibt noch, dafl die Anzahl der verlangten Orientierungen gleich der Anzahl von
Pixel fiir das gefensterte Bildsignal ist. L wird also direkt von o vorgegeben.

7.3.2 Rekonstruktion des Bildes I(7i) aus den Patches ng%o (1)

Die oben erlduterte Rekonstruktion liefert auf einer Frequenzebene und an einem Ort unabhingig
von den anderen einen Patch von vier moglichen Varianten (s. (7.3-11)). Patches zweier benach-
barter Skalen kann ein gemeinsames Frequenzband im Uberlappbereich extrahiert werden, um aus
der Menge (7.3-11) die zu der anderen Skala kompatible Funktion auszugewéhlen. Dies kann durch

e einen Vergleich der Phasen im Frequenzraum

e oder nach einer Dezimation des Patches der kleineren Skala, so dafl ein Vergleich von wenigen
Pixeln im Uberlappbereich zwischen den Frequenzebenen ausreicht,

erfolgen, wobei der zweite Vorschlag als der zuverlidssigere anzusehen ist. Das Ergebnis besteht
aus M (Anzahl der Skalen, Frequenzebenen) Patches, die sich auf eine Moglichkeit aus (7.3-11)
geeinigt haben.

Da die Leistungsfihigkeit dieses Algorithmus stark bilddatenabhéngig ist, kann ohne weiteres
nicht bewiesen werden, dafl ein Jet durch die Entfernung der Phase genau vier Moglichkeiten als
lokales Merkmal zulaf}t.

Der néchste Schritt wére, jeden Patch mit seinen Nachbarn im Ortsraum zu vergleichen, und
zwar auf allen M Skalen separat, wobei es sich empfiehlt, wegen des groBeren Uberlappungsbereichs



IR-INI 99-03, (© 1999 Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitit Bochum, FRG 73

9o(77) 1F(P)
J+1l—y

gj(ﬁ) | .

gj+1(7)
FFT
> 9;“(@ :gg (1) — agj1(7)
19;(0)] ,(p) wenn 7 ¢
\ \ A
IFFT
gj+1(7)

Abbildung 20: Der Phase-Retrieval-Algorithmus nach (Fienup, 1987). Eingegeben werden die Amplitu-
denfunktion und ein Initialisierungsbild (z.B. Realisierung eines stationdren Rauschsignals). Diesem Bild
wird in jedem Iterationsschritt die Phase extrahiert, und diese mit der Amplitudenfunktion kombiniert.
Da im Ortsraum ein endlicher Triger eingehalten werden muf, werden die Signalanteile, die diesen tber-
schreiten, korrigiert (in einer alternativen Form werden sie zu null gesetzt).

bei niedrigen Frequenzebenen anzufangen. Dies entspricht einer lokalen Optimierung, da nur die
acht néchsten Nachbarn fiir das an einer bestimmten Stelle gefensterte Bild relevant sind. Liefert
dies keine befriedigenden Ergebnisse, so muf} ein globales Fehlerkriterium iiber alle Konfigurationen
optimiert werden. Ist eine richtige ,, Ausrichtung® gefunden, kann das Eingabebild I(7) mit dem
im folgenden beschriebenen Verfahren zuriickgewonnen werden.

Um die Notation nicht allzu uniibersichtlich werden zu lassen, werden hier Bildsignale mit
quadratischem Format (N7 = Ny = N) angenommen. Eine véllige Diskretisierung wird erreicht,
wenn nach (A.3-4) g := %D’ und analog 77 := %F{ umgewandelt wird. Des weiteren soll nicht nur
eine Skala betrachtet werden, weswegen der Frequenzebenenindex 0 durch m = my, ..., My ersetzt
wird. Fiihrt man die Rechnungen aus Abschnitt 7.2.1 konsequent mit der DFT durch, lautet der

diskrete Patch im Frequenzraum

2N 2lp-5"|? 2UAIZ 1A 1)
prek R e 7 ~/ TS - on2 225",
P77m7ﬁ0 ([7) =€ N 47.[.2,'72 NMm (p ) € m —€ Tm e N (73—12)
m =y
€n

Das weitere Vorgehen folgt weitgehend einer Framerekonstruktion. Zu diesem Zweck wird (7.3-12)
mit e~i %7 7o n2, multipliziert und anschlieend einer DFT unterzogen:

2 2 AT2 25 202 201712415112
9 Cor T om T o2N2 . . _ 2254l _2UBIR 112
nﬁm ;Zl?ﬁo (ﬁ)ez%anoefz%p Ty _ g I(ﬁl)Hnm (ﬁ/) |:6 202, —e 202, :|
N()GB
7.3-13
. _2le=p"112 _ a2 +11% ( )
Weiterhin wird (7.3-13) mit H,,, (p”) [e M —e 2n7 } multipliziert und iiber m und

p summiert, wobei die Abkiirzung

Mo y [ —Plepi® e 2
Y= 3 SR TR S

m=mo pEB
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benutzt wird. Das Eingabebild kann nun nach

M,

N _ _" _Q_ﬂ-a/Ta
1) = 2y ) XX 3 (e e .

o EB FEB m=mg

. o2 p=p"11? 221112 -Hlﬁ’ll )
iy, (7 [ TR (7:315)

o= Sy S o Bk (Ao,

noEB peEB M=mg

o _lr-p"? _2UAAPHIFUD T on i
S YN, (6) { Tome }W (i=7i0) (7.3-16)
p'eB
= IPT{...}(7) (7.3-17)

wiedergewonnen werden.
Nach (7.3-12) kann ein Patch als eine Transformation iiber ein Skalarprodukt geschrieben wer-
den:

v

Po(P) = DFET{PT{(A)} (7, 1, 7i0) } (5 1hm 7o)
. 02N . _—? _2AAHD T, _
= <[7 fTHﬁm |:6 2%, e 203, :| elzﬁ('—ﬁ)Tno>_ (7.3—18)
T m

Damit die Rekonstruktionsformel (7.3-15) tatsiichlich eine verniinftige Losung liefert, sollten kurz
die Eigenschaften von Y (p”) beziiglich einer Inversion betrachtet werden. Die einzelnen Summen-
glieder bestehen aus den Quadraten von leicht verzerrten Gaufunktionen, multipliziert mit jeweils
einem Ring, der ebenfalls das Profil einer Gaufifunktion hat. Da alle diese Funktionen nach oben
beschriinkt sind, gilt dies auch fiir Y'(5’). Auch die Beschrénktheit nach unten kann durch Uber-
legungen plausibel gemacht werden: Die verzerrten GauBglocken verschiedener Breite werden an
jeden Frequenzpunkt verschoben und, mit dem Bandpafl gewichtet, der Summe (7.3-14) hinzu-
gefiigt. Diese Aussagen motivieren

0<Y(p') < . (7.3-19)

Es bleibt nur noch die Rolle der BandpaBfilter H,, (7) zu kliren. Zu einer numerisch stabilen Re-
konstruktion von I(7) in (7.3-16) leisten sie offensichtlich keinen Beitrag. Thre Aufgabe besteht viel-
mehr darin, fiir eine Einschrankung der Frequenzpunkte, die von einem linearen Gleichungssystem
(7.3-9) berechnet werden, zu sorgen. Bei einem endlichen Signaltriger im Ortsraum kénnen theo-
retisch sdmtliche Punkte von einem Ring im (kontinuierlichen) Frequenzraum berechnet werden.
Dabei darf allerdings nicht auler acht gelassen werden, dafi Frequenzpunkte, die von diesem Ring,
d.h. einer festen Skala der Gaborwavelettransformierten, weit entfernt liegen, stark fehlerbehaftete
Rekonstruktionen liefern, vor allem bei zusétzlichem Rauschen. Daher riihrt die Einschrankung
auf den in (7.3-6) angegebenen Bereich.

8 Bildrekonstruktion aus Antworten komplexer Zellen

8.1 Erweiterung der Hayesschen Theoreme auf komplexwertige Sequen-
zen

Nach Theorem 3 kommt es so gut wie iiberhaupt nicht vor, dafl sich ein iiber mehrere Variablen
definiertes Polynom faktorisieren 148t. Trotzdem werden in Theorem 4 mehrere Faktoren ange-
setzt. Diese Abschwichung der Voraussetzungen an die Bildsignale soll im folgenden fallengelassen
werden.



IR-INI 99-03, (© 1999 Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitit Bochum, FRG 75

Theorem 7 Seien f,g € PE(N1, Na), also komplezwertig, definiert auf einem endlichen Triger B
und seien f(7) und () nur trivial faktorisierbar sowie | f(7)|? und |§(7)|* bekannt auf der Menge

M wvon (2N7 — 1)(2N2 — 1) Punkten mit
f@)P=lg@)>  VieM, (8.1-1)
dann gilt

g(n1,n2) = e f(ny,ns) \Y g(ni,ng) = ef*(Ny — 1 —ny, Ny — 1 —ny). (8.1-2)

Beweis: Es gelte

PP 2 . i
@ = PP vieM
e o0 = i@ vieM, (3.1-3)
J(7) = DSFT{f(7)(7) = DSFT{f* (@) }(7) = f*(~D). (8.1-4)
Analog zu Theorem 4 benutzt man hier als Ansatz
f(z?’) — |a|e’ﬂe*i”1p1eii””’?fl(yl,1/2),
g(ﬁ) = |7|€2<€71V1q167W2q2§1(Vl,1/2). (8.1—5)

f1(v1,v2) sei nur trivial faktorisierbar und normiert. Dasselbe gilt fiir §; (11, v5). (8.1-5) in (8.1-3)
eingesetzt liefert mit (8.1-4) den Zusammenhang
‘a|eiﬁe—iu1ple—iuzpz fl (V1, 1/2)-
.|a|e—i/3€iV1;D1 eiv2p2 flc(_yla —vp) = |v|ei<e_i”1Q1e_iVZQZgl (V17 l/2> .

W1q1 ,12Q2 5 C

|yle e e 35 (—v1, —v9) Ve M
lal® fi(vr, vo) fi(—v1,—v2) = |[v[291(v1, 1) 35 (—v1, —1v2) VU e M. (8.1-6)

Da die Polynome auf beiden Seiten normiert sind, muf}

= hl=lq (8.1-7)

gelten. Aufgrund ihrer Nichtfaktorisierbarkeit ist einem Polynom auf der linken eines auf der rech-
ten Seite von (8.1-6) zuzuordnen. Daher sind zwei Fille zu unterscheiden:

L. §J1(V171/2) = fl(l/l,l/z)
= G(vi, 1) = |aleiem 1 Bem 29 f (1) 1)
!
g(ni,ng) = |04|6igf1(n1 —q1,m2 — q2)
= P flng —q+pi,n2 — g2+ pa) (8.1-8)
2. givi,ve) = fi(-v1,—)
= gm) = afeem e fE (—py —1n)
!
g(ni,ng) = |ale” fi(—=n1+q, —n2 + q2)
= el fi(=m + @1, —n2 + ¢2)
= D (@ +pr, -2+ g2+ o) (8.1-9)

Dafl diese beiden Moglichkeiten miteinander vertréglich sind, kann durch Nachrechnen gezeigt
werden. Als Einschrankung kann der endliche Triager, auf dem die Bilddaten definiert sind, hinzu-
gezogen werden:

1. g(ni,na) = €"f(ng,no9) neB (8.1-10)
2. g(ni,mg) =ef*(Ny—1—n;,Ny—1—-ny) @€EB (8.1-11)
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mit n =( — . O

Somit bestehen unendlich viele Rekonstruktionsmdéglichkeiten, da 7 im Intervall [—m; [ konti-
nuierlich gew#hlt werden kann. Die zusammenfassende Schreibweise fiir diese Freiheitsgrade ist

g(n1,n2) = {f(n1,n2)},, - (8.1-12)

b ist zweiwertig, d.h. es liegt fiir b = 1 die richtige und fiir b = 0 die konjugierte punktgespiegelte
Version vor. Dieses Theorem setzt die Nichtzerlegbarkeit der Fouriertransformierten in nichttriviale
Faktoren voraus. Theorem 3 stellt dies soweit sicher, dafl es fiir die Anwendung ausreichen diirfte.

8.2 Die Eindeutigkeit der Bildrekonstruktion von Amplituden der
DGWT

Das folgende Theorem zeigt, dafl bis auf eine eventuelle Negation kein Informationsverlust bei
der Bildkodierung mit komplexen Zellen stattfindet. Die Einschrankungen sind minimal, so daf}
natiirliche Bilder davon weitgehend unberiihrt bleiben.

Theorem 8 Bilden die diskreten Gaborwavelets XﬁOA’aan,ZTﬂ(ﬁ> einen Frame im Hilbertraum H;

und sei (I, )250A’a6n,7%> etn nur trivial faktorisierbares Polynom, so kann das diskrete reelle Bild-

signal 1(7) € Hy bis auf das Vorzeichen eindeutig aus den Amplituden der Gaborwavelettransfor-

maierten
| Zo(7io, m, )| = {1, X5y a,ape, 2) (8.2-1)

L

rekonstruiert werden:
|Zo (7o, m, 1)| = |Z5¢(7ig, m, 1)| Vil € B™ = IR (7)) = +£I(). (8.2-2)

H; ist die Menge aller Bildsignale ohne Mittelwert 1(i7) mit ny € [0; Ny — 1] C Z und ny €
[0; Ny — 1] C Z, B™ der Triger des um 2 interpolierten Bildes. Dabei unterliegt 1(7i) folgenden
FEinschrinkungen:

e Ny ist gerade, Ny ist ungerade:

v

I(p1,0) #0 fiir ein p;. (8.2-3)
o N; ist ungerade, Ny ist gerade:

1(0,p2) £0  fiir ein ps. (8.2-4)
e N und Ny gerade: }

I(p1,p1) #0 fiir ein p1. (8.2-5)

Beweis: Das Skalarprodukt zur Durchfithrung der diskreten Gabortransformation kann mit dem
Plancherelschen Theorem (A.3-3) ebenso im Frequenzraum formuliert werden (6.2-6), wodurch die
(6.2-6) die Gestalt einer IDFT hat. Nimmt man nur die Amplituden, so erhilt man

. 21 1 v N 2wl 227 | seriTh
ol m. D) = | =gz S 1) 6 [Q (L)pAao]e“ . (3.2:6)
FeB

Da auf dem {iiblichen DFT-Raster das Ortsraumsignal innerhalb | | in (8.2-6), also hier im Trans-
lationsraum bei fester Skala und Orientierung, ein Polynom in 7y ist, kann Theorem 7 angewendet
werden. Demnach ist die Wiedergewinnung von I(7) aus Funktion (8.2-6) eindeutig bis auf eine
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additive, kontinuierliche und konstante Phase und eine Punktspiegelung mit komplexer Konjuga-

tion:
27 o 27wl =27
Sroee o375
{Az 0 L A 0 b(m:l)vn(mal)

-

Ziel der Uberlegungen ist, ein Zo(7,m,1) zu finden, mit dem durch eine IDGWT I"°*(5) bzw.
I7¢* (i) rekonstruiert werden kann. Im folgenden soll die Mehrdeutigkeit durch Anwendung von
Vorwissen entfernt werden. Ausgenutzt werden Symmetrieeigenschaften, die mit der Voraussetzung,
dafl das Eingabebild I(77) reell ist, zusammenhingen. In einem ersten Schritt wird jeweils das
Element mit dem b(m, ) entfernt, das der Bedingung beziiglich der Amplituden nicht geniigt. Der
zweite Schritt 148t durch Betrachtung der Phasenfunktion nur das passende Element zu n(m, )
tibrig. Dabei soll die Menge der zu transformierenden Bildsignale keine weiteren Einschrinkungen
erfahren.

To(g,m, 1)}
{ O(p m ) b(m,l),n(m,l)

5 is P+ (pym,l
Io(ﬁ,m,l)‘}b(m l)e{ %7 )}b(m’l)»ﬂm’“. (8.2-7)

e Der Betrag von (8.2-7) hingt natiirlich nicht mehr von 5 ab:

o 21 ~ 2wl 22w .
{‘Io(/%mal)’}b(m ) = {AQ X {Q <L> N ] ‘}b( 5 : (8.2-8)

|I(7)| ist eine punktsymmetrische Funktion (von Zeilen und Spalten an den Réndern in
manchen Fillen abgesehen). Zur Erkennung von Spiegelungen muf eine Fallunterscheidung
vorgenommen werden:

1) o

1. N; und Ns sind ungerade. In diesem Fall ist es giinstig, den Ausschnitt des periodischen
Frequenzraums so zu verschieben, dafl die Frequenz p' = 0 genau in der Mitte liegt
(B). |I(p)] ist fiir reelle Bilder I() dann eine punktsymmetrische Funktion, d.h. ihre
Spiegelung um den Mittelpunkt dndert nichts. Da m und [ bekannt sind, wird nun die
einseitige Energieverteilung von |Zo(7,m,1)| dahingehend genutzt, daff das Maximum

von (8.2-8) auf der richtigen Seite der Geraden ﬁTﬁ liegt:

sl - |

{ O(pm ) b(m,l)

ja: {j-gek(php?amal)}( ) {‘j-o(php?amal)‘}
nm,

nein: {jge’c(pl,pg,m,l)}( ) = {‘jO(Nl71*p1,N271*p27m7l)‘}
n(m,

V)

IO(_ﬁamal)‘}b(m ) ?

ei{q)fo (ﬁamrl)}
b(m,l)

n(m,l)

b(m,l) .
,e_i{q)fo(Nl_l_pl7N2_1_p2’m’l)}n(myl). (8.2—9)
Dieses Kriterium reicht aus, da das Quadrat der fouriertransformierten Waveletfunktion
auf der einen Seite immer grofler als die zu einem um g = 0 gespiegelter Punkt auf der

anderen Seite beziiglich eines Winkels ist, wie in Anhang B gezeigt ist. Aus der Menge
{-}b(m,) wird nun das Element von beiden gewihlt, fiir welches (8.2-9) richtig ist.

2. Nj ist gerade, Ny ist ungerade. Der betrachtete Frequenzraumausschnitt ist nun
1 1 1 1
[—2N1, L. 1} , [—2<N2 St -l (8:2-10)

Bei einer Punktspiegelung wie in (8.1-11) verschiebt sich, im Gegensatz zum obigen Fall,
der Punkt p'= 0, weshalb dieser Fall ein anderes Vorgehen erfordert. Gilt

{

—

Zo(0,m, l)‘}b(m ,#0 (8.2-11)
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fiir das eine Mengenelement, so ist das andere das richtige. Gilt (8.2-11) nicht, so muf
man sich fiir ebendieses entscheiden. Bei einer Punktspiegelung wiirde 5 = 0 auf 7 =
[~1 0]T abgebildet werden. Haben diese beiden Punkte den Wert 0, so muf aufgrund
der Punktsymmetrie von |I(7)| die gesamte senkrechte Gerade 0 sein:

‘f(pl,())‘ =0 VpeZ (8.2-12)
Dieser Fall ist jedoch durch die Voraussetzungen ausgeschlossen. Diese Betrachtungen

werden durch die Abb. 21(a) und 21(b) illustriert. Fiir { = 0 und [ = £ muB daher das
Kriterium

Zo (7, m,l)’}b(myl) > max {’fo(ﬁ, m,l)‘}b ?

max {
peB|p &(25)>0 peB|p &( 2 ) <o (m,l)

s
L

. < e o i D5 (pym,l)
Jai { 0 k(plvp%m’l)} = {’IO(plvp%m’l)’} € { %ol }"(m’l)
n(m,l) b(m,l)
nein: {vgek(plaPQamal)} = {‘fO(Nl_1_P1aN2_1_P27m7l)‘} '
n(m,l) b(m,l)
-eii{q)fo(Nl71#)1’Nzilipz’m’l)}mm). (8.2-13)
die Entscheidung iiber Punktspiegelung und komplexe Konjugation treffen.
. Njp ist ungerade, N, ist gerade. Das Frequenzraster wird nun auf den Punkten
1 1 1 1
—=(N1—=1); =(N; —1 —=Ny; =Ny —1 .2-14
5 -0 -], [ g g -] (3214

auf Symmetrie analog zu 2. untersucht. Ebenfalls analog ist der Ausschlufl von Bildern
mit

‘f(o,pQ)‘ —0 VpeZ (8.2-15)

wie durch die Abb. 21(c) und 21(d) deutlich wird. Fiir Gabortransformierte bei [ = £
und [ = 2£ muf (8.2-13) herangezogen werden.

. N1 und N> sind gerade. Das zweidimensionale Frequenzintervall ist hier

1. N 1.1
{—gNl, 5 - 1] , [—51\72, 5Nz — 1] : (8.2-16)

Das Symmetrieargument funktioniert genauso wie bei 2. Ausgeschlossen werden miissen
Bilder mit
’I(pl,pl)‘ —0 VpeZ (8.2-17)

Die graphische Darstellung des Problems enthalten 21(e) und 21(f). (8.2-13) gewihrlei-

stet des weiteren die Eindeutigkeit fiir [ = % arctan %—f und [ = % arctan %—f + %

Nun sind sind die Gabortransformierten beziiglich einer eventuellen Punktspiegelung mit
komplexer Konjugation festgelegt worden.

e Bis jetzt konnten die Fourieramplituden der Teilbandsignale eindeutig rekonstruiert werden:

| Z5<R (5. m, )| = |Zo(,m, 1)) (8.2-18)

Es bleibt die Aufgabe, die Fourierphasen der Teilbandbilder zu ermitteln, die zu diesem Zweck
hier auch separat betrachtet werden:

{a5zm.1)} mad) + 2, + 5 (15 772 (3 ) ])

{ogt@mn} = nml) + (). (8.2-19)
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Da hier nur reelle Bildsignale vorgesehen sind, gilt ®;(p) = —®;(—p). Diese Information
ermoglicht das Entfernen von n(m,1):

_ l Irek Irel(
wm) = (ot} o {eyicpmn} (5.2-20)
Die Korrektur erfolgt nach
ot (m, ) = {25 @m0) = nlm.D). (8.2-21)

Allerdings konnen Phasenverschiebungen um 47 nicht detektiert werden, da sich die Pha-
senfunktion nur in einer Wertemenge von beispielsweise [—; 7[ bewegt, die als periodisch

fortgesetzt betrachtet werden kann. Zudem haben die Phasen auf der Geraden ﬁT“(zTﬂ)
keine Bedeutung und kénnen zu der Mittelung (8.2-20) auch keinen Beitrag liefern. Daher
gilt

oL (p,m, 1) € {@io (7,m,1), @ (7.m. 1) £ 77} , (8.2-22)

Die Berechnung von 7(m,[) braucht nur in einem Teilband stattzufinden, so daf fiir die

anderen die Phase @Tiek (p,m, 1) direkt ermittelt werden kann. Daher sind entweder alle Teil-
0

bandfourierphasen richtig oder alle um +7 verschoben.

Die benutzten Eigenschaften reeller Bilder erlauben nun, Fourieramplituden und -phasen zu der
diskreten Gaborwavelettransformierten im Frequenzraum zusammenzusetzen:

‘fo(ﬁ,m, 1) "%z (Pmil) — fo(p_’, m, 1) Ym,
T3 (5m, ) = [T (7m0 5 P oder
To(p,m, 1)| P2 FmDET — (5 m 1) m, 1
(8.2-23)

Bilden die Gaborfunktionen einen Frame in H;, so kann nach Definition 2 fgek (p,m,1) eindeutig
das Bild I"°*(7) zugeordnet werden, woraus direkt

IR (7)) = +1() (8.2-24)
folgt. m|

Sieht man von der Tatsache ab, daf die Bildsignale I(77) als quantisiert angenommen werden
miissen, haben die, fiir die das Theorem 8 beziiglich der Einschrinkungen (8.2-3), (8.2-4) und
(8.2-5) nicht gilt, das Mafl Null. In der Praxis diirften digitale Bilder, die im Frequenzraum ganze
,Nullstreifen“ haben, duflerst selten sein.

Die Eindeutigkeitsaussagen von Theorem 8 lassen sich allerdings nicht so einfach auf die Be-
tragsausgabe der pyramidalen Gaborwavelettransformierten iibertragen, da die Fourierphasen von
Teilbdndern verschiedener Skala nicht ohne weiteres auseinander berechnet werden konnen, was
mit der Nichtvertauschbarkeit von Abtastratenumsetzung und Betragsbildung zusammenhéngt.
Sollten demnach die Fourierphasen in nur jedem Orientierungsband konsistent sein, dann ergégen
sich 2™ Rekonstruktionsmoglichkeiten. Dazu wiren allerdings noch einige Untersuchungen nétig.

Die Polynomgestalt, die die bis auf das Vorzeichen eindeutige Rekonstruktion aus den Ant-
worten komplexer Zellen erlaubt, findet sich ebenso bei Weyl-Heisenberg-Transformierten mit dem
Kern (1.3-6) wieder. Da diese Gaborfunktionen als komplexwertig definiert sind, kénnte Theorem
8 mit denselben Einschriankungen ebenso auf die Betragsantwort, auch Spektrogramm genannt,
angewandt werden.

8.3 Ein Rekonstruktionsalgorithmus fiir die Antworten komplexer Zel-
len

Der Beweis zu Theorem 8 gibt in groben Ziigen schon einen Algorithmus vor, der die LM Ausga-
bebildsignale der Gaborwaveletfilterbank aus deren Betridgen wiedergewinnt. Bei der Entscheidung
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P2

f1
P1

(a) Punkt 7§ = 0 eindeutig lokali- (b) Lokalisierung von § = 0 nicht
siert. moglich.

P2

P1

(¢) Punkt 7= 0 eindeutig lokalisiert. (d) Lokalisierung von g = 0 nicht
moglich.

(e) Punkt = 0 eindeutig lokalisiert. (f) Lokalisierung von 5 = 0 nicht
moglich.

Abbildung 21: Erlduterungen zum Bewets von Theorem 8., O “ steht fiir einen Punkt § mit |Z(7,m,1)| =
0, ,e“ fiir einen Punkt g mit |Z(p,m,1)| # 0 und 0% fiir den mutmaflichen Punkt o= 0. (a), (b): N1
gerade, N2 ungerade. (c), (d): N1 ungerade, N2 gerade. (e), (f): N1 gerade, N2 gerade.
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iiber eine zusétzliche Punktspiegelung mit einer komplexen Konjugation kann die Symmetrie von
,Nullmustern“ nicht mehr herangezogen werden, weil das Abfragen von als Gleitkommatyp forma-
tierten Bilddaten auf null nicht praktikabel ist. Bis auf das Verbot der Nullstreifen im Frequenzraum
sind die Aussagen von Theorem 8 bilddatenunabhéngig. Diese Forderung muf fiir die Anwendung
auf Bilder abgeschwiicht werden, bei deren Filterbankausgaben im Frequenzraum die Signalleistung
sich an derselben Stelle konzentriert, an der auch die Gaborfunktion lokalisiert ist. Da Skala und
Orientierung bekannt sind, wird die Signalleistungskonzentration an einer bestimmten Stelle im
Frequenzraum erwartet. Um zuverléssig zu entscheiden, ob das Frequenzbild um eine Punktspiege-
lung mit einer komplexen Konjugation korrigiert werden muf}; brauchen die Amplituden auf beiden

Seiten der Geraden ¢(2L) = 0 nur durch das Kriterium

. 2
> {I(ﬁ,m,o\ } > ) {
FC{A P a2 >0) o)

2

I(5,m, l)‘ } (8.3-1)
Feia e <0) v
verglichen zu werden. Auf beiden Seiten von (8.3-1) muf} natiirlich iiber die gleiche Anzahl von
Frequenzpunkten summiert werden. Dieser Teil des Algorithmus diirfte ein sehr robustes Verhalten
zeigen.

Die Probleme treten allerdings bei der eigentlichen Rekonstruktion des Frequenzbildes aus dem
Betrag des gaborgefilterten Ortsraumsignals auf. Hierzu bietet es sich an, den Phase-Retrieval-
Algorithmus aus (Fienup, 1987) unter Vertauschung von Orts- und Frequenzraum zu benutzen.
In seiner klassischen Form aus Abb. 20 liefert er aus Fourieramplituden nach etwa 200 Iteratio-
nen brauchbare Ergebnisse, was mit der Glattheit natiirlicher Bilder in Zusammenhang gebracht
werden kann. Genauere Aussagen sind nicht moglich, da es dazu keine Konvergenztheorie gibt. In
der vorgeschlagenen modifizierten Form kommt es zu Problemen, da die Frequenzbilder sehr fein
strukturiert sind. Es ist zu beobachten, dafl die Ergebnisse, die allesamt nach 200 und unverédndert
auch nach 2000 Iterationen immer noch unbrauchbar sind, stark vom initialisierten Eingabebild,
fiir das bei einer Frequenzraum-Ortsraum-Rekonstruktion weifles Rauschen gewéhlt werden kann,
abhéangen. Der Algorithmus nach Abb. 20 erfordert im Ortsraum einen endlichen Tréger, auf den die
gewonnene Phasenfunktion angepafit werden soll. Im hier betrachteten umgekehrten Fall miissen,
um die Phase auf analoge Weise zu optimieren, Nullen bei hohen Frequenzen, die bei den meisten
FFT-Algorithmen in der Mitte des zu verarbeitenden Feldes gespeichert sind, eingefiigt werden.
Das Gebiet, auf dem die Korrektur in jedem Iterationsschritt durchgefiithrt wird, hat hier also die
Form eines Kreuzes. Eine Moglichkeit, das Verfahren zu stabilisieren, wire, gleichzeitig einen Null-
rahmen um das Bild im Ortsraum zu legen, um seine diskrete Fouriertransformierte zu gléitten. Da
Groflendnderungen aufgrund der Vorgaben der FFT nur in Zweierpotenzen vorgenommen werden
konnen, wiirde der Zeitaufwand weiter ansteigen, zumal mehrere hundert Iterationen bei M L Bil-
dern gerechnet werden miissen. Zusammenfassend muf} gesagt werden, dafl eine numerisch stabile
Rekonstruktion mit dem Phase-Retrieval-Algorithmus in dieser Form nicht moglich ist.

Sollte dies einmal doch funktionieren, bietet (8.3-1) die Moglichkeit, die falsche Punktspiege-
lung zu erkennen. Die additive konstante Phase kann danach, da nun der Punkt p = 0 eindeutig
gefunden ist, nach (8.2-20) berechnet werden. Ein Problem bei der Phasenberechnung kénnten
die sehr kleinen Amplituden im Ausgabebild sein, die unter Umstédnden durch Quantisierungsrau-
schen gestort sind, weshalb auch hier Vorsicht geboten ist. Ein numerisch stabiler und effizienter
Rekonstruktionsalgorithmus, der mehrdeutige Ergebnisse verhindert, ist fiir Antworten komple-
xer Zellen auf der Basis von Theorem 8 nicht in Sicht. Gute Rekonstruktionsergebnisse sind in
(von der Malsburg und Shams, 1998) dokumentiert. Der dort vorgestellte Algorithmus minimiert

das Kriterium
My L-1

SO =3 3 S s {|I(ﬁoymyl)|2—‘i(ﬁoam»l)ﬂz (3.3-2)

noEB m=mg =0

mit einem Gradientenabstieg, der aber initialisierungsabhéngige Ausgaben liefert. Das in dieser
Arbeit benutzte MaB ist p1, 1 = ag 2m Eventuell kann dieses Kriterium auch auf die Rekonstruktion
der einzelnen M L Ausgabebilder angewandt werden und somit den modifizierten Phase-Retrieval
ersetzen.
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Teil IV
Ausblick und Anhang
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A Formeln zu Fouriertransformation und Systemtheorie

Al FT
e Faltung im Ortsraum . R
L(Z) x I;(Z) o=e 2nl(J)I2(J) (A.1-1)
e Faltung im Frequenzraum
ol (D) [(E) o=e I,(3)* () (A.1-2)

Affine Transformation im Ortsraum

- 1 ~ T T3
I(AZ+D [(ATg)e(A7e) 0 A3
(AF D) o= g [ (AT)e (A.1-3)
e Affine Transformation im Frequenzraum
1 ~T=\ —ib" ATz AN
Tdet Al I(A™"2)e o—e I (Aw+b) (A.1-4)
e Plancherelsche Gleichung
PrL(@)I(E) = | dPwl(@)®) (A.1-5)
R? R?
A.2 DSFT
e Plancherelsche Gleichung
> n@n@ = [ Evh@he) (A2-1)
nEZ? Nz
e Zusammenhang zur FT
. 1 (/v
A.3 DFT
e Faltung in Ortsraum oL
11(7’_7:) *IQ(T_I:) o—e \/NlNQ Il(mfg(m (Ag—l)
e Faltung in Frequenzraum
VN Ny I () I (7)  o=e 11(p) * I2(7) (A.3-2)
e Plancherelsche Gleichung:
Ni—1N2—1 N;—1Na—1
> > A finama) = D Y filpr,p2) f5 (o1, p2) (A.3-3)
n1=0 n2=0 p1=0 p2=0

e Zusammenhang zur FT

2w 1 ./ 2mp1 27mpe
I —1 A.3-4
(P17P2> \/7A2 (ANl,ANQ) ( 3 )

e Zusammenhang zur DSFT

9 2 . (27p1 2mpa
I = I A.3-
(pla PQ) \/m ( ]V1 ) N2 ) ( 3 5)




IR-INI 99-03, (© 1999 Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitit Bochum, FRG 85

A.4 Das Abtasttheorem

1(Z) = é 3 [(7A)sim ;"1“ SR ;”QA) (A.4-1)

neZ?

B Die Waveletfunktionen |x., g[we(?)]]

Um die Eindeutigkeit der Gaboramplituden zu zeigen, bendtigt man unter anderem den Zusam-
menhang
Xz0.0.0[WED]? > [Rzg.aolwe®@+ )] Va>0,w>0,0>0. (B.0-2)

Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen:

\)2507,17,9[(.{)5(19)”2 > |>A(fo,aﬂ9[wg(19+77)”2 <~

a®x(awé))? > a’y(—awey)? (a #0) &
6702(a2w272aw+1) +67(r2(a2w2+1)

2,2 2 202 2 2, 2 2
—9¢~° (a*w®—aw+1) > e ° (a*w*+2aw+1) +e @ (a*w®+1)

_26—02(a2u2+aw+1) PN
2 2 9,2 .2
620 aw _geotaw o, 20 aw _ 9,=0"aw o
2 .2 2 9,2
2(60 aw _ o a'aw) < 620 aw _ o 20 aw =

2sinh(c%aw) < sinh(20%aw)
= 2sinh(o?aw) cosh(o?aw) =
cosh(c?aw) > 1 Vo2, a,w >0 (B.0-3)
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Ausblick

Die eben erwihnten numerischen Probleme sind auf die Instabilitit des Phase-Retrieval-
Algorithmus nach (Fienup, 1987) von Ortsraumphasen zuriickzufithren. Dieser kénnte durch den
in (von der Malsburg und Shams, 1998) vorgeschlagenen Gradientenabstieg in jedem einzelnen
Teilband ersetzt werden. Obwohl dann auch noch weitere Probleme zu l6sen sind, wiirde dies ein
weiterer Schritt in Richtung einer eindeutigen Rekonstruktion ganzer Bilder aus den Antworten
komplexer Zellen bedeuten.

Die zweite Moglichkeit bietet das Konzept der Patches, mit deren Hilfe Eindeutigkeitsaussagen
iiber die lokale Bildkodierung durch Jets gewonnen werden kénnen. Die Rekonstruktion einer gan-
zen Frequenzebene, die allerdings numerisch sehr aufwendig ist, ist vorgeschlagen worden, miisste
aber erst getestet werden, um die Leistungsfihigkeit beurteilen zu kénnen. Eine eindeutige Re-
konstruktion kann nur durch den Abgleich mit anderen erfolgen. Zur Losung dieses Optimierungs-
problems werden Modelle aus der statistischen Mechanik vorgeschlagen, die aber noch formuliert
werden miissen. Neben zahlreichen theoretischen Uberlegungen miissen robuste Vergleichskriterien
und effektive Algorithmen fiir die aufwendigen Berechnungen gefunden werden.

Es besteht im iibrigen die Hoffnung, einmal eine auf Gaborwavelets zugeschnittene Frame-
schrankenabschétzung zu finden. Verfahren fiir allgemeine Wavelet- und Weyl-Heisenberg-Frames
sind in (Daubechies, 1990) nachzulesen. Fiir die letzteren kénnen die Frameschranken durch Be-
rechnen von Infimum bzw. Supremum der Zaktransformierten bestimmt werden. Dariiberhinaus
werden in (Zeevi et al., 1998) Weyl-Heisenberg-Frames mit variable Fensterbreite und in (Ron
und Shen, 1997) in mehrdimensionalen Funktionensystemen betrachtet. Moglicherweise liefert die
stiickweise Zaktransformation aus (Zeevi et al., 1998) eine Abschétzung der Frameschranken von
Familien von Gaborwavelets. Hierbei sind allerdings sehr grofie theoretische Anstrengungen erfor-
derlich.

Des weiteren kénnte man weitere Untersuchungen zur skonomischen Darstellung (Einfithrung
von Quantisierungsrauschen) der diskreten Gaborwavelettransformierten durchfiihren, da dieser
aufgrund ihrer Ubervollstandigkeit sehr fehlertolerant ist, was mit den guten statistischen Ei-
genschaften der Kleinste-Quadrate-Schétzer zusammenhéngt. Experimentelle Ergebnisse mit einer
groberen Rasterung, d.h. einer Darstellung der Graustufen mit weniger Bit als urspriinglich vor-
gesehen, sind in (Lee, 1996) erzielt worden, allerdings nur mit Tight-Frame-Rekonstruktionen.



IR-INI 99-03, (© 1999 Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitit Bochum, FRG 87

Literatur

Benedetto, J. J., Heil, C. und Walnut, D. F. (1998). Gabor systems and the Balian-Low Theorem.
In Feichtinger, H. G. und Strohmer, T. (Hrsg.), Gabor Analysis and Algorithms — Theory and
Applications, Applied and Numerical Harmonic Analysis, Seite 85 — 122. Birkh&user.

Boéhme, J. F. (1993). Stochastische Signale. Teubner Studienbiicher: Elektrotechnik. B. G. Teubner
Stuttgart.

Burt, P. J. und Adelson, E. H. (1983). The Laplacian Pyramid as a Compact Image Code. IEEE
Transactions on Communications, COM-31(4):532 — 540.

Daubechies, I. (1990). The Wavelet Transform, Time-Frequency Localization and Signal Analysis.
IEEE Transactions on Information Theory, 36(5):961 — 1005.

Daugman, J. G. (1993). Quadrature-phase simple-cell pairs are appropriately described in complex
analytic form. Journal of the Optical Society of America, 10(2):375 — 377.

De Valois, R. L. und De Valois, K. K. (1988). Spatial Vision, Band 14 von Ozford Psychology
Series. Oxford University Press.

Dudel, J., Menzel, R. und Schmidt, R. F. (Hrsg.) (1996). Neurowissenschaft — Vom Molekiil zur
Kognition. Springer.

Duffin, R. J. und Schaeffer, A. C. (1952). A class of nonharmonic Fourier series. Transactions of
the American Mathematical Society, 72:341 — 366.

Feichtinger, H. G. und Strohmer, T. (Hrsg.) (1998). Gabor Analysis and Algorithms — Theory and
Applications. Applied and Numerical Harmonic Analysis. Birkh&user.

Fienup, J. R. (1987). Reconstruction of a complex-valued object from the modulus of its Fourier
transform using a support constraint. Journal of the Optical Society of America, 4(1):118 —
123.

Fliege, N. (1993). Multiraten-Signalverarbeitung. Informationstechnik. B. G. Teubner Stuttgart,
erste Ausgabe.

Freeman, W. T. und Adelson, E. H. (1991). The Design and Use of Steerable Filters. IEEE
Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, 13(9):891 — 906.

Gabor, D. (1946). Theory of Communication. Journal IFE, 93(III):429 — 457.

Gardenier, P. H., McCallum, B. C. und Bates, R. H. T. (1986). Fourier Transform Magnitudes
Are Unique Pattern Recognition Templates. Biological Cybernetics, 54:385 — 391.

Golub, G. H. und van Loan, C. F. (1996). Matriz Computations. The Johns Hopkins University
Press, dritte Ausgabe.

Grossmann, A. und Morlet, J. (1984). Decomposition of Hardy functions into square integrable
wavelets of constant shape. SIAM Journal of Mathematical Analysis, 15(4):723 — 736.

Hayes, M. H. (1982). The Reconstruction of a Multidimensional Sequence from the Phase or
Magnitude of Its Fourier Transform. IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal
Processing, 30(2):140 — 154.

Hayes, M. H. und McClellan, J. H. (1982). Reducible Polynomials in More Than One Variable.
Proceedings of the IEEE, 70(2):197 — 198.

Hirsch, M. C. (1998). interBRAIN — Topographical Anatomy of the Human CNS (CD ROM).
Springer.



88 IR-INI 99-03, (© 1999 Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitit Bochum, FRG

Hubel, D. H. und Wiesel, T. N. (1962). Receptive fields, binocular interaction and functional
architecture in the cat’s visual cortex. Journal of Physiology, 160:106 — 154.

Jones, J. P. und Palmer, L. A. (1987). An Evaluation of the Two-Dimensional Gabor Filter Model
of Simple Receptive Fields in Cat Striate Cortex. Jounal of Neurophysiology, 58(6):1233 —
1258.

Kaiser, G. (1994). A Friendly Guide to Wavelets. Birkhéuser.

Lades, M., Vorbriiggen, J. C., Buhmann, J., Lange, J., von der Malsburg, C., Wiirtz, R. P. und
Konen, W. (1993). Distortion Invariant Object Recognition in the Dynamic Link Architecture.
IEEE Transactions on Computers, 42(3):300 — 311.

Lee, T. S. (1996). Image Representation Using 2D Gabor Wavelets. IEEE Transactions on Pattern
Analysis and Machine Intelligence, 18(10):959 — 971.

Louis, A. K. (1989). Inverse und schlecht gestellte Probleme. Teubner Studienbiicher: Mathematik.
B. G. Teubner Stuttgart.

Louis, A. K., Maa8, P. und Rieder, A. (1994). Wavelets. Teubner Studienbiicher: Mathematik. B.
G. Teubner Stuttgart.

Mallat, S. (1989). A Theory for Multiresolution Signal Decomposition: The Wavelet Representa-
tion. IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, 11(7):674 — 693.

Murenzi, R. (1989). Wavelet Transforms Associated to the n-Dimensional Euclidean Group with
Dilations: Signal in More Than One Dimension. In Combes, J. M., Grossmann, A. und
Tchamitchian, P. (Hrsg.), Wavelets — Time-Frequency Methods and Phase Space, Seite 239 —
246. Springer.

Pei, S.-C. und Yeh, M.-H. (1997). An Introduction to Discrete Finite Frames. IEEE Signal
Processing Magazine, 14(6):84 — 96.

Penrose, R. (1955). A Generalized Inverse for Matrices. Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society, 51:406 — 413.

Penrose, R. (1956). On Best Approximate Solutions of Linear Matrix Equations. Proceedings of
the Cambridge Philosophical Society, 52:17 — 19.

Pollen, D. A. und Ronner, S. F. (1981). Phase Relationships Between Simple Cells in the Visual
Cortex. Science, 212(19):1409 — 1411.

Potzsch, M. (1994). Die Behandlung der Wavelet-Transformation von Bildern in der Ndhe von
Objektkanten. Internal Report 94-04, Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitdt Bochum.

Press, W. H., Teukolsky, S. A., Vetterling, W. T. und Flannery, B. P. (1992). Numerical Recipes
in C — The Art of Scientific Computing. Cambridge University Press, zweite Ausgabe.

Ron, A. und Shen, Z. (1997). Weyl-Heisenberg frames and Riesz bases in Lo(R?). Duke Mathe-
matical Journal, 89(2):237 — 282.

Schwarz, H. R. (1993). Numerische Mathematik. B. G. Teubner Stuttgart, dritte Ausgabe.

Simoncelli, E. P., Freeman, W. T., Adelson, E. H. und Heeger, D. J. (1992). Shiftable Multiscale
Transforms. IEEE Transactions on Information Theory, 38(2):587 — 607.

Spitzer, H. und Hochstein, S. (1985). A Complex-Cell Receptive-Field Model. Journal of Neuro-
physiology, 53(5):1266 — 1286.

Stork, D. G. und Wilson, H. R. (1990). Do Gabor functions provide appropriate descriptions of
visual cortical receptive fields? Journal of the Optical Society of America, 7(8):1362 — 1373.



IR-INI 99-03, (© 1999 Institut fiir Neuroinformatik, Ruhr-Universitit Bochum, FRG 89

van der Schaaf, A. und van Hateren, J. H. (1996). Modelling the Power Spectra of Natural Images:
Statistics and Information. Vision Research, 36(17):2759 — 2770.

von der Malsburg, C. und Shams, L. (1998). Making sense of complex cells.

Wiirtz, R. P. (1995). Multilayer dynamic link networks for establishing image point correspondences
and visual object recognition, Band 41 von Reihe Physik. Verlag Harri Deutsch.

Zeevi, Y. Y., Zibulski, M. und Porat, M. (1998). Multi-window Gabor schemes in signal and
image representations. In Feichtinger, H. G. und Strohmer, T. (Hrsg.), Gabor Analysis and
Algorithms — Theory and Applications, Applied and Numerical Harmonic Analysis, Seite 381
— 408. Birkh&user.



