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Kapitel 1
Einleitung

Die Bildverarbeitung im menschlichen Gehirn durchlduft von der Retina an bis hin zu
hoheren Zentren wie beispielsweise dem inferioren Temporallappen (IT) viele verschie-
dene Verarbeitungsschichten. Dabei werden die rezeptiven Felder mit hoherer Ebene
immer grofer und die verarbeiteten Informationen zur héheren Schicht hin immer kom-
plexer. Dies geht bis hin zu hoch spezialisierten Zellen im I'T, in welchem einzelne Zellen
zur Erkennung eines bestimmten Gesichtes einer bestimmten Person gefunden wurden
(Desimone 1991, Quiroga et al. 2005, Gross 2008).

Das visuelle System betreffend wurden vor allem rezeptive Felder von Zellen des priméren
visuellen Kortex V1 seit der grundlegenden Arbeit von Hubel und Wiesel aus dem Jahr
1962 (Hubel and Wiesel 1962) hinsichtlich ihrer Eigenschaften wie Invarianz und optimale
Stimuli sehr gut untersucht. Durch die beiden genannten Autoren fand auch die klassische
Unterscheidung von Zellen in V1 in komplexe und einfache Zellen statt. Beide Zelltypen
konnen als Kanten- oder Balkendetektoren beschrieben werden, einfache Zellen reagieren
am besten auf Balken einer bestimmten Orientierung und Position, komplexe Zellen
hingegen reagieren bei bevorzugter Ausrichtung hinreichend invariant auf die genaue
Position eines solchen Balkens. Mathematisch kénnen sowohl einfache als auch komplexe
Zellen mittels Gabor-Wavelets beschrieben werden (Pollen and Ronner 1981, Adelson
and Bergen 1985, Jones and Palmer 1987).

Aus physiologischen Experimenten ist iber die Struktur rezeptiver Felder hoherer Schich-
ten hingegen weit weniger bekannt, da Zellen hoherer Schichten bevorzugt auf komple-
xere Stimuli reagieren, gréfere Invarianzen aufzeigen und sich somit ihre Untersuchung
schwieriger gestaltet (Richmond et al. 1987). Es sind viele Ansétze unternommen wor-

den, mit Hilfe verschiedener Stimuli-Sets und Paradigmen Zellen auf héheren Schich-
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 7

ten zu charakterisieren und zu klassifizieren (siehe z.B. Cadieu et al. 2007, Plebe 2012,
Gegenfurtner et al. 1997, Baizer 1982, David et al. 2006, Richmond et al. 1987). Die
Testung und Klassifizierung von Neuronen im IT mit herkdmmlichen Stimuli wie un-
terschiedlichen Gabor-Wavelets ist nicht mehr zufriedenstellend moglich (Pollen et al.
1984). Andere Ansétze mit komplexeren Teststimuli zeigen hingegen ein z.T. deutlich

differenzierteres Ansprechen (Richmond et al. 1987).

Mithilfe von mit quasi-natiirlichen Bildsequenzen trainierten SFA-Netzwerken (SFA=Slow
Feature Analysis, siehe Kap. 2) konnten bereits viele Eigenschaften wie optimale Stimuli
und Invarianzen von Zellen in V1 reproduziert werden. So zeigen trainierte Zellen bereits
nach einem SFA-Schritt viele Eigenschaften von Zellen in V1 wie Selektivitit hinsicht-
lich Orientierung, Frequenz und z.T. Lange und Breite prisentierter Stimuli (Berkes and
Wiskott 2005). Es finden sich zudem Zellen wieder, die entsprechend den Kriterien ei-
nes physiologischen Experimentes komplexen bzw. einfachen Zellen im biologischen Sinn

entsprechen.

Der Vorteil eines SFA-Netzwerkes gegeniiber dem biologischen Experiment ist die Zu-
ginglichkeit fiir mathematisch-analytische Methoden. Wenn man davon ausgeht, dass
die Verarbeitung im visuellen Kortex prinzipiell hierarchisch verlduft und sich die guten
Ubereinstimmungen von Zellen in V1 vor Augen hilt, scheint es naheliegend zu fragen, ob
nicht Eigenschaften von Zellen hoherer Schichten eines hierarchischen SFA-Netzwerkes
(also nach mehreren SFA-Schritten) Informationen iiber die rezeptiven Felder in héhe-
ren Schichten im visuellen Kortex liefern konnten. In dieser Arbeit geht es dabei um die

Frage der optimalen Stimuli.

Gearbeitet wurde mit einem hierarchischen, vierschichtigen SFA-Netzwerk, welches mit
quasi-natiirlichen Bildsequenzen trainiert wurde. Die Architektur des Netzwerkes sowie
die verwendeten Trainingsdaten werden ausfiihrlich in Abschnitt 3.1 erlautert. Mittels
eines Gradientenabstiegsverfahrens wurden numerisch die optimalen Stimuli fiir SFA-
Zellen auf allen Schichten unter verschiedenen Nebenbedingungen ermittelt (Abschn.
3.2, Anhang A). Ein Ergebnis dieser Arbeit ist es, dass sich die optimalen Stimuli von
Zellen ab Schicht 2 deutlich anders verhalten als dies von der ersten Schicht bekannt ist.
Die optimalen Stimuli zeigen starke Lokalisierungen, wenn man -wie dies fiir einen SFA-
Schritt in Berkes and Wiskott (2005) getan wurde- eine Kugelnebenbedingung wihlt
(sieche Abb. 1.1). Das dargestellte Beispiel zeigt ein charakteristisches Optimum einer
Zelle in Schicht 2 bei Kugelnebenbedingung. Die Kugelnebenbedingung verlangt, dass
der optimale Stimulus auf einer Kugeloberfliche einer bestimmten Norm gesucht werden

muss. Es fillt bei dem so gewonnenen Stimulus in Abbildung 1.1 auf, dass fast die
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Abbildung 1.1: Typische Mazima aus Schicht 1 und 2 unter Kugelnebenbedingung eines
mit natirlichen Bildern trainierten SFA-Netzwerkes. Links: Dargestellt ist ein Mazxi-
mum aus Schicht 1. Rechts: Fin reprdisentatives Maximum einer Zelle aus Schicht 2.
Fast die gesamte Bildnorm ist tm rechten oberen Bildausschnitt konzentriert. Dieser
Ausschnitt entspricht der Grifie eines rezeptiven Feldes von Schicht 1.
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gesamte Energie in einer Flache in der rechten oberen Bildhilfte konzentriert liegt. Diese
Flache entspricht dabei dem rezeptiven Feld einer Zelle aus Schicht 1. Es wird also im
dargestellten Beispiel die gesamte Energie auf das rezeptive Feld einer Zelle aus Schicht
1 verwendet. Dieses Lokalisierungsphiinomen zieht sich durch alle Schichten ab Schicht
2.

In Kapitel 4 wird dieses Lokalisierungsverhalten mathematisch begriindet. Es wird sich
zeigen, dass hierfiir die fiir die Zellen bzw. den SFA-Algorithmus verwendete Funktionen-
menge in Kombination mit der Kugelnebenbedingung verantwortlich ist. In unserem Fall
waren die verwendeten Funktionen Polynome 2. Grades (sieche Kap. 2). In einem néchs-
ten Schritt werden in Abschnitt 4.2 andere Nebenbedingungen hergeleitet und diskutiert,
die dieses Lokalisierungsverhalten weniger oder iiberhaupt nicht zeigen (Abb. 1.2). Anzu-
merken ist auch, dass Zellen aus Schicht 1 unter diesen verdnderten Nebenbedingungen
ahnliche Ergebnisse zeigen wie fiir die Kugelnebenbedingung. Fine abschlieffende Dis-
kussion findet in Kapitel 5 statt.

Fernab der Frage, in wie weit das Konzept optimaler Stimuli fiir héhere Schichten sinnvoll
ist, zeigt diese Arbeit, dass die sonst gewahlte Kugelnebenbedingung fiir hhere Schichten
in SFA-Netzwerken ungiinstig ist' und nicht gewéhlt werden sollte. Die Resultate der

Optimierung unter geeigneteren Bedingungen wie z. B. der Wiirfelnebenbedingung

!Unter der Mafgabe, dass die zugrundeliegende Funktionenmenge Polynomen 2. Grades entspricht.
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Abbildung 1.2: Dargestellt sind reprisentative Mazxima von Zellen aus Schicht 2 unter
verschiedenen Nebenbedingungen. Links: Gezeigt wird ein Mazimum aus Schicht 2 unter
der Nebenbedingung Y, xi < const. Rechts: Dargestellt ist ein Mazimum aus Schicht
2 unter einer Wiirfelnebenbedingung, d.h., max {|z1],...,|z,|} < const. Die Konstanten
wurden wie der Kugelradius als Mittelwert aus den Trainingsdaten gewonnen.
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Abbildung 1.3: Auf der linken Seite sind die Walsh-Hadamard-Basen fiir 8 x 8 Pizel
messende Bilder dargestellt. Auf der rechten Seite exemplarische Maxima unter Wiir-
felnebenbedingung von Schicht 2.

zeigen, dass die Optima hoherer Schichten rein qualitativ komplexer und die erkennbaren
geometrischen Formen komplizierter werden. Dennoch bleiben die Optima schwer inter-
pretierbar. Durch die bislang fehlende systematische Charakterisierung von Zellen hohe-
rer Schichten des visuellen Kortex fehlt ebenso eine Referenz zum Vergleich. Dennoch

finden sich Optima unter Wiirfelnebenbedingung auch in bereits verwendeten Paradig-
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men der Literatur. Hier sei vor allem auf eine Arbeit aus dem Jahr 1987 von Richmond
et al. (1987) hingewiesen, in der zweidimensionale Walsh-Hadamard-Basen zur Testung
des neuronalen Antwortverhaltens von Zellen im IT verwendet wurden. Ahnliche optima-
le Stimuli finden sich unter Wiirfelnebenbedigung auch im verwendeten SFA-Netzwerk
wieder (Abb. 1.3). Eine ausfiihrlichere Diskussion hiervon findet sich ebenfalls in Kapitel
D.



Kapitel 2
Slow Feature Analysis

Dieses Kapitel soll kurz das Prinzip der SFA (Slow Feature Analysis) erlautern. Fiir eine
ausfiihrlichere Einfiihrung in die SFA sei auf Wiskott and Sejnowski (2002) verwiesen.
Die Einfiihrung in die SFA dieses Kapitels hilt sich eng an die Publikationen von Wiskott
et al. (insbesondere an Wiskott and Sejnowski 2002 und Berkes and Wiskott 2005)
und iibernimmt auch zum groften Teil die Notation. Durch eben diesen grundlegenden
Charakter werden diese Arbeiten nur noch an vereinzelten Stellen im folgenden Text

dieses Kapitels zitiert.

Der Gedanke hinter dem Ansatz von SFA ist es, aus schnell variierenden Eingangsda-
ten langsam variierende Informationen zu extrahieren. Beim visuellen System hiefe dies
bspw. aus vielen zeitlich sich schnell &ndernden Rezeptorsignalen langsame Informatio-
nen wie Objektidentitidt oder Ausrichtung im Raum zu ermitteln (siehe hierzu Abbildung
2.1). Bei SFA werden unmittelbar iiber gelernte, nicht-lineare Transformationen langsam

variierende Informationen aus den zur Verfiigung stehenden Eingangsdaten gewonnen.

Mochte man dieses Prinzip mathematisch formulieren, so kénnte man sagen, dass man in
einer Menge (nicht-linearer) Transformationen F' diejenigen herausfinden will, die iiber
den Eingangsdaten x(¢) (z.B. Bildinformation iiber die Zeit) am langsamsten variie-
ren und dennoch Informationen transportieren. Desweiteren kdnnte man fordern, dass
verschiedene aus den Eingangsdaten gewonnene Ausgabesignale voneinander unabhéngig
sein sollen. Formal geht es also darum, aus den Eingangsdaten x(t), x(¢) € R" Ausgangs-
signale y;(t) = g;(x(t)), s = 1,..., N zu gewinnen, die (in einem noch zu definierenden
Sinn) so langsam wie moglich iiber die Zeit variieren, aber gleichzeitig Informationen
transportieren, also nicht-trivial sind. Die Schreibweise y;(t) = ¢;(x(t)) soll suggerieren,

dass die y; als Funktionen in Abhéngigkeit vom Eingangsvektor x(¢) zu verstehen sind.

11
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Die Funktionen g, sind beispielsweise Elemente eines bestimmten Funktionenraumes. Als
Transformationsmenge F' wird meist der Vektorraum der Polynome 2. Grades in n Varia-
blen benutzt. Die Zahl n entspricht der Dimensionalitdt der Eingangsdaten, also z.B. ei-
nes Bildes. Legt man sich auf den Vektorraum der Polynome 2. Grades in n Variablen fest,
so hat jedes g € F eine Darstellung, g(z) = ;x"Hx+f"x+c, He R™", f e R", c€ R.
Es sei aber darauf hingewiesen, dass die SFA nicht an diesen speziellen Raum gebunden

ist, sondern auf prinzipiell jedem Vektorraum vollzogen werden kann.

Maagliche Reprasentation in
héheren Schichten

Priméres Rezeptorsignal Objektidentitat
= 2
;W b
aaii! 1 .
e Y VO W ag BV B = .
=
Objektort
EW :
© c
£ =
Zeitt . Zeitt
- L]
. L

Abbildung 2.1: Die Abbildung soll das Langsamkeitsprinzip von SFA motwieren. Der Film-
streifen oben zeigt einen Affen, der im Laufe der Zeit den Bildausschnitt nach links ver-
lasst. Im linken unteren Feld sind mdgliche primdre Rezeptorsignale z.B. der Retina dar-
gestellt, die im Grunde nur die Helligkeil/Farbe sehr kleiner Bildauschnitte messen und ib-
licherweise schnell mit der Zeit wvariieren. Sie sind die einzige optische Datenquelle, aus
der die Information der oben dargestellten Bildszene rekonstruiert wird. Der Mensch ist in
der Lage, daraus instantan langsam variierende Informationen wie z.B. das dargestellte Ob-
jekt und seine Position 1m Bild zu bestimmen, die im rechten unteren Bildbereich tber
die Zeit dargestellt sind. Man kinnte also davon ausgehen, dass das Gehirn gelernt hat,
diese langsam variierenden Signale aus den vielen sich schnell dndernden Rezeptorsignalen
zu extrahieren. Ein Prinzip, das man versucht hat, mittels SFA zu formalisieren. Quelle:

http://www.scholarpedia.org/article/Slow _feature_analysis

Das Optimierungsproblem (das Finden der am langsamsten variierenden Funktionen),

das es zu losen gilt, lasst sich aus Obigem wie folgt formulieren:

Sei mit x(t) ein beliebiges n—dimensionales Eingangssignal in Abhéngigkeit von der
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Zeit gegeben. Finde auf einer noch zu definierenden Menge von Funktionen in x dieje-

nigen Funktionen g := (g1,...,gn), die folgendes Optimierungsproblem l16sen (y;(t) :=
9;(x(1)), V),

(g7(t)): = min, (2.1)
unter den Nebenbedingungen, dass

(yj(t))r = 0 (Erwartungswert0),
(2(t))y, = 1 (Varianz1),
(yi(t)y;(t))r = 0Vi<j (Dekorreliertheit und Ordnung). (2.2)

Mit (.); ist die zeitliche Mittelung und mit y;(¢) ist die zeitliche Ableitung gemeint. Wird
dieses Optimierungsproblem gelost, dann reprisentiert der Vektor y = (y1,...,yn) die
(nach dieser Definition) am langsamsten variierenden Funktionen auf dem Eingangssignal
x(t) beginnend mit dem langsamsten Ausgangssignal y;(¢). Die Signale variieren mit

steigendem Index immer schneller.

Wird das Problem auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum gestellt, so kann man
das Losen der Optimierungsaufgabe auf das Losen eines verallgemeinerten Eigenwertpro-
blems reduzieren. Hat der Vektorraum Dimension k, dann kann eine Basis {hy,..., hs}

gewdhlt werden. Jedes y;(t) = g;(x(t)) lasst sich dann offensichtlich wiefolgt schreiben,

y;(t) = g;(x(1)) = Z w hi(x(1)). (2.3)

Das Problem reduziert sich also darauf, die Wichtungsvektoren w) bzw. Koeffizienten
w" zu finden. Sei hierzu h(x(t)) := (hy(x(t)),. . ., hx(x(t)))” — he, wobei hg := (h); dem
zeitlichen Mittel entspricht, so dass h Erwartung 0 hat. Dies kann man ohne Einschran-
kung der Allgemeinheit annehmen. Dann l6sen die geeignet normierten Eigenvektoren

des verallgemeinerten Eigenwertproblems (vEWP),
AW = BWA, (2.4)
mit

A: = (hh'), (Kovarianzmatrix der Zeitableitungen),
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B := (hh”), (Kovarianzmatrix), (2.5)

die Optimierungsaufgabe der SFA. Die Matrix A hat Diagonalform und als Eintrige die

verallgemeinerten Eigenwerte von (2.4).

Dies ist wie folgt zu sehen: Wie oben schon erwdhnt, kann man davon ausgehen, dass
(h); = 0. Das zieht automatisch nach sich, dass auch jede lineare Kombination von

Komponenten von h Erwartungswert 0 hat, denn

(9;(x(1)))e = Z wij (hi(x(t)))e = 0. (2.6)

Damit wire also die erste Nebenbedingung von (2.2) erfiillt. Das SFA-Optimierungsproblem

fordert desweiteren, dass
<yj2>t . WjTAWj

<3/32>t B w;  Bw;

(2.7)

minimal wird. Man sucht also nach dem Minimum der Funktion f(w) := :";g;’v" Fiir

diese Funktion gilt offenbar f(Aw) = f(w) fiir alle A # 0 und alle w. Der Gradient von
f ist gegeben durch
2 [wIBw| Aw — 2 [w'Aw| Bw
Vi(w) = 2 Bw] Aw =2 [wlAw] By (0.9

wTBw]”

Durch Nullsetzen des Zahlers erhilt man daraus
2 [w'Bw| Aw — 2 [w"Aw| Bw = 0. (2.9)

Vektoren wj, die das vVEWP AW = BWA l6sen, erfiillen auch die notwendige Bedingung
(2.9) fiir ein Minimum, denn mit A = diag(\y, ..., \x) ergibt sich

2 [WJTBWj} Aw; —2 [WJTAWj] Bw; = 2); [ijij] Aw;
—2)\] [WjTAWj} AWj
= 0. (2.10)

Alle anderen Nicht-Eigenvektoren v lassen sich eineindeutig wie folgt schreiben

Av =puBv+rg, (2.11)
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mit # € R und [Bv]” r, = 0. Daraus ergibt sich

2 [VTBV] Av —2 [VTAV] Bv = 2 [VTBV} ry —2 [VTTJ_] Bv
# 0. (2.12)

Minimierende Vektoren sind also notwendigerweise Eigenvektoren des vEWP in (2.4).
Da der Wert des Terms in (2.7) nicht von der Norm des Eigenvektors abhingt, kann
man diesen entspechend der Bedingungen des SFA-Optimierungsproblems wihlen. Es ist
weiterhin anzumerken, dass die Funktion f offensichtlich keine lokalen Maxima besitzt.
Auferdem sind die so gewonnenen Funktionen unkorrelliert im Sinne von (2.2), denn es

gilt w;"Bw; = 0, 7 # j und somit

(yiyj)e = <WiTthTh>t
= <WiThhTWj>t

= (wi' Bw;); = 0. (2.13)

Offensichtlich wird die langsamste Funktion durch den Eigenvektor zum kleinsten Ei-
genwert gegeben usw. Damit ist durch Losen des vEWP auch das Optimierungsproblem
der SFA gelost. Sollten z.B. mehrere Eigenvektoren den gleichen (kleinsten) Eigenwert
haben, so wire die Losung des SFA-Algorithmus’ nicht mehr eindeutig, da jede Line-
arkombination langsamste Funktion wére. Das gilt analog fiir jeden anderen Eigenwert.
Dazu ist zu sagen, dass es bisher in den Simulationen nicht zu diesem Fall gekommen ist,
sondern die Eigenwerte stets einen 1—dimensionalen Eigenraum hatten und die Losung

der langsamsten, zweitlangsamsten usw. Funktion stets eindeutig war.

Wie schon weiter oben im Text erwidhnt, verwendeten wir in unserem Fall Polynome
zweiten Grades in x. Es wurde dieser Raum gewihlt, weil er relativ niedrig-dimensional
ist und dennoch nicht-lineare Transformationen erlaubt. Eine Basis kann sofort mittels

der entsprechenden Monome h = (21, ..., 2., 22, ..., 22, 12, ...) angegeben werden.
) 9 e ) )

Natiirlich kann man das Lernproblem der SFA auch fiir den linearen Fall 16sen. Eine Basis
{h1,...,h,} kann leicht angegeben werden, mit h;(x(t)) := z;(t). Die Matrizen B und
A entprechen dann der Kovarianzmatrix und der Kovarianzmatrix der Zeitableitungen

des Eingangssignals x € R".

Erwéhnt sei, dass das Optimierungsproblem auch auf unendlich dimensionalen Vektor-
raumen mit Hilfe der Variationsrechnung formuliert und gelost werden kann (siehe hierzu
Franzius et al. 2007).



Kapitel 3

Netzwerkarchitektur, Trainingsdaten
und Methoden

3.1 Netzwerk und Trainingsdaten

Den in Kapitel 2 beschriebenen Algorithmus kann man selbstversténdlich iiber beliebig
viele Schritte fortfiithren. Dabei dienen die Outputs nach einem SFA-Schritt als neue
Eingangs- und Trainingsdaten fiir den nichsten SFA-Schritt. Das fiir diese Arbeit ver-
wendete, vierschichtige Netzwerk ist in Abbildung 3.4 dargestellt und wird im Folgenden

genauer erlautert.

Kernstiick jeder Schicht bildet das in Abbildung 3.1 gezeigte Element. Das dargestell-
te Element beinhaltet den eigentlichen SFA-Schritt. Auf Schicht 1 wird es mit Bild-
sequenzen einer Groke von 10 x 10 Pixeln trainiert. Die eigentlichen Trainingsbilder
hatten eine Grofe von 92 x 92 Pixeln mit Grauwerten zwischen 0 und 255, von denen
das Netzwerk aber der Einfachheit halber aus technischen Griinden nur einen 90 x 90
Pixel grofen Ausschnitt sieht. Ein Problem mit dem in Kapitel 2 beschriebenen Algo-
rithmus ergibt sich aus der Dimensionalitit des (quadratisch) expandierten Signals. In
unserem Fall wiirde sich diese bei einer FEingangsdimensionalitdt von 8100 bereits auf
90 x 90 + w = 32,817,150 belaufen, was den Rechenaufwand schnell unbe-
herrschbar macht. Eben aus diesem Grund reduziert man die Eingangsdimensionalitit
eines SFA-Elements wie in Abbildung 3.1 und verwendet dann Kopien dieses Elements,
um das gesamte Bild abzudecken. Dabei gehen natiirlich mogliche geometrisch weit von-

einander entfernte Korrelationen verloren. Doch auch im visuellen Kortex des Menschen

16
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sehen bspw. Neurone in V1 nur Ausschnitte des Bildes, Zellen in hoheren Schichten wie-
derum grofere Bereiche (siehe z. B. Smith et al. 2001). Eine Zelle in Schicht 4 unseres
Netzwerks sieht das gesamte Bild von 90 x 90 Pixeln.

in-dim: 100
SFANode

out-dim; 30

in-dim; 30

SFA2Node

expansion dim: 485
out-dim: 30

BurmyausBunyjagielap

in-dim: 30
AdaptiveCutoffNode

cutoff raction: Mone "‘
out-dim; 30

Abbildung 3.1: Ausschnitt aus Schicht 1 (Siehe auch Abb. 3.4). Solche Elemente finden
sich in jeder Schicht des Netzwerkes wieder. In thnen st der SFA-Schritt implemen-
tiert. Mit in-dim und out-dim sind jeweils Dimension der Eingangs- und Ausgangsdaten
bezeichnet. Der erste Knoten ist ein linearer SFA-Knoten (SFANode) zur Dimensi-
onsreduktion (in diesem Fall von 100 auf 30). In diesem Knoten findet keine quadrati-
sche Ezpansion des Signals statt, sondern es erfolgt ein linearer SFA-Schritt (siehe En-
de Kapitel 2). Als ndchster Knoten und Verarbeitungsschritt folgt der SFA2-Knoten
(SFA2Node) mit quadratischer Expansion wie in Kapitel 2 beschrieben. Dieser beinhaltet
also die auf den Ausgingen des linearen Knotens am langsamsten variierenden Polynome
zweiten Grades in -in diesem Fall- 30 Variablen. Die Ausginge des Knotens reprisentie-
ren die 30 langsamsten Funktion, beginnend mit der langsamsten. Die Cut-off-Knoten
(AdaptiveCutoffNode ) sind optional und haben in unserem Netzwerk keinen Einfluss auf
den Ausgabewert. Wenn sie aktiviert sind, besteht die Mdéglichkeit, Outputs iber und/oder
unter einem gewissen Wert abzuschneiden.

Es werden also die SFA-Elemente trainiert und dann geklont, so dass die bendétigte
Eingangsdimensionalitit erreicht werden kann. Am Beispiel von Schicht 1 ist dies in
Abbildung 3.2 weiter ausgefiihrt. In Schicht 1 werden 81 Kopien des SFA-Elements be-

notigt, welches selbst nur einen Bildausschnitt von 10 x 10 Pixeln sieht.! Der Begriff

!Die Trainingsdaten des SFA-Elements von Schicht 1 sind dann alle 81 Bildsequenzen der Grife
10 x 10 der urspriinglichen Bildsequenz.
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des rezeptiven Feldes wird hier aufgrund der Netzwerknomenklatur mehrdeutig benutzt.
Zum einen bezeichnet er die Grofse und Beschaffenheit des Eingangsdatenfeldes bezogen
auf die ndchst untere Schicht und zum anderen den gesehenen Ausschnitt des Ursprungs-
bildes. An den entsprechenden Stellen wird explizit darauf hingewiesen werden, welche

Bedeutung gemeint ist.

in-dim: 8454

Rectangular2dSwitchboard

rec. field size (in channels} 10 x10 =100
# ofrec. fields (output channels) x9 =381
rec. field distances (in channels) (10,10}
channel width: 1

out-dim: 8100

in-dim: 8100

in-dim: 100

SFANode

CloneLayer outdim: 30
in-dim: 30

SFA2Node

expansion dim: 485

81 repetitions

out-dim: 30

in-dim: 30
AdaptiveCutoffNode

cutoff fraction: Mone

out-dim: 30

out-dim: 2430

Abbildung 3.2: Dargestellt ist die vollstindige Schicht 1 des verwendeten Netzwerkes.
Das SFA-FElement ist wie in Abbildung 3.1. Neu hinzugekommen sind das Switchboard
(Rectangular2dSwitchboard) und der Clone layer-Knoten (CloneLayer). Die Funkti-
on des Switchboards ist die Bereitstellung der richtigen Eingangsvektoren fir jedes
einzelne Klon des SFA-Elements. Es hat keinen Finfluss auf die Daten selbst, sondern
lediglich sortierende Funktion. Die Eintrige im Kdstchen des Switchboards geben Aus-
kunft iber die Struktur der rezeptiven Felder der jeweiligen Schicht (hier Schicht 1). Al-
le Griffen werden in channels angegeben. Ein channel fasst eine bestimmte Anzahl von
FEin- oder Ausgangsdaten zusammen. Bspw. entspricht ein Bildpizel des Fingangsbildes,
also des Eingangssignals von Schicht 1, einem channel (demzufolge channel width: 1).
Entsprechend der dargestellten Struktur hat Schicht 1 81 x 30 = 2430 Ausgdnge. Jedes
SFA-Element hat 30 Ausginge und wird in Schicht 2 zu eimem channel zusammenge-
fasst. Die Eintrdge rec. field size, # of rec. fields, rec. field distances entsprechen Grifse,
Anzahl und Abstand der rezeptiven Felder. Die Begrifflichkeiten werden in Abbildung 3.3
noch einmal anhand von Schicht 2 erldutert.
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Die Struktur eines rezeptiven Feldes fiir Schicht 2 auf den Ausgéngen von Schicht 1
ist in Abbildung 3.3 erldutert. In Schicht 2 iiberlappen sich zum ersten Mal rezeptive
Felder bezogen auf die darunter liegende Schicht und das Ursprungsbild. Die Struktur
der anderen Schichten ist in gleicher Art in Abbildung 3.4 dargestellt. Auf Schicht 4 gibt
es nur noch ein rezeptives Feld und somit nur ein SFA-Element, welches den gesamten

Ausgang von Schicht 3 und somit das gesamte Ursprungsbild sieht.

Die grundlegende Architektur des Netzwerkes ist iibernommen von schon zuvor erfolg-
reich verwendeten Netzwerken, mit denen bspw. die Unterscheidung von Buchstaben
unabhéngig von Grofe, Position und Orientierung sowie die Unterscheidung anderer na-

tiirlicher Objekte wie Bildern von Fischen in unterschiedlicher Perpektive moglich war.

in-dim: 2430

Rectangular2dSwitchboard Struktur der rez. Felder von Schicht 2
auf den Ausgéngen von Schicht 1
rec. field size (in channels) 2x2 = 4
# ofrec. fields (output channels): 8 x8 = 64
rec. field distances (in channels). (1,1)
channel width: 30

30 30

out-dim: 7680

in-dim: 7680 30 30

in-dim: 120

SFANode

out-dim: 30

in-dim: 30
SFA2Node
expansion dim: 485

out-dim: 30

in-dim: 30
AdaptiveCutoffNode

cutoff raction: None

outdim’ 30 GroRe der rez. Felder 2x2 channels,

8x8 rez. Felder insgesamt

out-dim: 1520

Abbildung 3.3: Auf der linken Seite dargestellt, ist ein Ausschnitt aus Abbildung 3.4,
der die gesamte Schicht 2 zeigt. Die Fingangsdimensionalitdt ist 2430, was genau den
81 x 30 Ausgdngen von Schicht 1 entspricht. Die 30 Ausginge eines SFA-Elements von
Schicht 1 werden nun zu einem channel zusammengefasst (channel width: 30). Fin rez.
Feld von Schicht 2 auf den Ausgingen von Schicht 1 hat eine Grifie von 2 x 2 chan-
nels. Dies ist schematisch auf der rechten Seite abgebildet, hier nicht zu verwechseln
mit dem rezeptiven Feld eines SFA-Elements von Schicht 2 auf dem Ursprungsbild. Die
FEingangsdaten fiir ein SFA-Element auf Schicht 2 sind also die Ausginge von 2 X 2
SFA-Elementen von Schicht 1, die Eingangsdimensionalitat ist somit 2 x 2 x 30 = 120.
Die rez. Felder iberlappen sich zudem um je einen channel (rec. field distances: 1,1), so
dass es insgesamt 8 x 8 rez. Felder ¢gibt und entsprechend 64 Kopien des SFA-Elements
auf Schicht 2. Da ein SFA-Element die Ausginge von 4 SFA-Elementen von Schicht 1
steht, entspricht dies einem gesehenen Bereich von 20 x 20 Pizeln vm Ursprungsbild.
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Schicht 1

Schicht 2

in-dim: 3464
Rectangular2dSwitchboard
rec. field size (in channel} 10 x10 =100

# ofrec. ficlds (output channals) 9 x9 =81
rec. field distances (in channels) (10,10}

in-dim: 2430

Rectangular2dSwitchboard

rec. field size (in channek} 2x2 = 4
# ofrec. ficlds (output channdds) Bx8 =64
rec. field distances (in channels} (1,1)

channel width: 1 channel width: 30
out-dim: 3100 out-dim: 7630
in-dim: 8100 in-dim: 7680
in-dim: 100 n-dim: 120
SFANode SFANode
CloneLayer outdim. 20 CloneLayer outdim: 30
B in-dim: 30 " in-dim: 30
81 repetitions 64 repetitions
SFAZ2Ncode SFAZ2Ncde
expansion dim: 495 expansion dim: 435
out-dim: 30 out-dim: 30
in-dim: 30 in-dim: 30
AdaptiveCutoffNode AdaptiveCutoffNode

cutoff radion None

out-dim: 30

out-dim: 2430

cutoff Fradion: None

out-dim: 30

out-dim: 1520

Schicht 3

Schicht 4

in-dim: 1920

Rectangular2dSwitchboard

rec. field size (in channelsy 4 x4 =16

# ofrec. fields (output channels) 3 x3=9
rec. field distances (in channels) (2,2)
channel width: 30

in-dim: 360

Rectangular2dSwitchboard

rec. field size (in channels} 3 x3 =9

# ofrec. fields {output channels) 1x1=1
rec. field distances (in channels) (1,1)
channel width: 40

out-dim: 4320 out-dim: 360
in-dim: 4320 in-dim: 360
in-dim: 480 in-dim; 360
SFANode SFANode
C|DI'IEL6}‘EI' out-dim: 40 CloneLayer out-dim: 50
in-dim: 40 in-dim: 50
9 repetitions 1 repetition
SFA2Node SFA2Node
expansion dm: 860 expansion dm: 1325
out-dim: 40 out-dim: 250
in-dim: 40 n-dim: 250
AdaptiveCutoffN ode AdaptiveCutoffNode
cutoff radion: None cutoff raction: None
out-dim: 40 out-dim: 250
out-dim: 360 out-dim: 250

Abbildung 3.4: Dargestellt ist der Aufbau des fiir die Fxperimente verwendeten hierarchi-
schen SFA-Netzwerks als Ubersicht. Es besteht aus vier Schichten, die von oben links bis
unten rechts dargestellt sind. Der Ausdruck ,CloneLayer ... repetitions” gibt an, wievie-
le Einheiten der daneben dargestellten SFA-Elemente in einer Schicht vorhanden sind.

FEine detaillierte Beschreibung der Netzwerkmerkmale findet sich im Text und in den
Abbildungen.
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Als Trainingsdaten wurden auf eine geeignete Grofe skalierte Naturfilme von National
Geographic verwendet, um moglichst nah an der physiologischen Situation zu sein. Die
Filme wurden mit pyglet (www.pyglet.org) auf die passende Auflésung gebracht. Die
Trainingssequenzen hatten eine Lénge von ca. 10000 Bildern a 90 x 90 (92 x 92) Pixeln.

3.2 Das Optimierungsproblem

Ohne den Quellcode im Detail aufzufiihren und zu besprechen, sollen im folgenden Ka-
pitel die grundlegenden Prinzipien der verwendeten Verfahren erldutert werden. Um an
die Optima der Zellen zu gelangen, miissen entsprechende Maximierungs- bzw. Mini-
nimierungsproblem fiir die einzelne Polynome (Zellen) unter bestimmten Nebenbedin-
gungen gelost werden. Eine analytische Losung wie im quadratischen Fall (nach einem
SFA-Schritt, siehe Berkes and Wiskott 2005) ist im Regelfall nicht mehr méglich. Die
Literatur bietet hier jedoch eine Fiille von Methoden, um solche Probleme numerisch an-
zugehen. Die fiir diese Arbeit genutzten Algorithmen finden sich im Buch von R. Fletcher
(Fletcher 2000). Fiir unsere Simulationen wurden zwei Optimierungsmethoden dieses
Buches implementiert, zum einen ein Quasi-Newton-Ansatz mittels BEFGS-Algorithmus
(Fletcher 2000: S. 49ff ) und ein herkémmlicher Gradientenabstieg. Der Quasi-Newton-
Algorithmus gibt iiber verschiedene Auswertungen des Gradienten eine Naherung fiir die
Hesse-Matrix vor. Aufgrund der hohen Dimensionalitdt des Problems erwies sich dieser
Ansatz jedoch als zu langsam und somit nicht geeignet. Der normale Gradientenabstieg
bendtigte zwar weit mehr Iterationen, war jedoch letztlich deutlich schneller und wur-
de fiir alle weiteren Simulationen genutzt. Das gesamte Programm dieser Arbeit wurde
in python unter Nutzung des MDP (Modular toolkit for Data Processing, hitp://mdp-
toolkit.sourceforge.net/) geschrieben. Zur weiteren Erlduterung des Optimierungsalgo-
rithmus wird im Folgenden z. T. die englische Terminologie von Fletcher (Fletcher 2000)

benutzt.

Das Prinzip der Optimierung unter allen Nebenbedingungen war stets so, dass per Vor-
auswahl zwischen verschiedenen Startpunkten gewéhlt werden konnte, dann wurde die
Abstiegsrichtung (aus adaptiertem (neg.) Gradienten) berechnet und per Liniensuche
(line search, Fletcher 2000: S. 33ff) der niichste akzeptable Punkt (acceptable point) be-
stimmt. Beendet wurde das Verfahren, wenn die Norm der Projektion des Gradienten auf
den Tangentialraum der jeweiligen Nebenbedingungsmannigfaltigkeit einen bestimmten

Wert unterschritt. Dieser Wert ergab sich aus verschiedenen Testdurchlidufen und wurde
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Startpunktwahl

l

Berechnung des Gradienten +———

|

Projektion bzw. Adaptation entprechend
der Nebenbedingung

Abbruch bei Unterschreitung
vorgegebener Norm

Line search mit bracketing und sectioning

l

Finden eines akzeptablen Punktes (acceptable point)
als neuen Startpunkt

Abbildung 3.5: Schematische Darstellung des Optimierungsalgorithmus’.

zu hoheren Schichten hin gréfser. Die Abbruchsgrofe der Norm bewegte sich zwischen
1072 fiir Schicht 1 und ca. 107 fiir Schicht 4. Das Prinzip ist trotz seiner Einfachheit
noch einmal in Abbildung 3.5 graphisch dargestellt.

Nun sollen die einzelnen Verfahrensabschnitte noch detaillierter besprochen werden. Die
wiahlbaren Startpunktoptionen waren ein homogener Startpunkt (entsprechende Norm,
gleicher Wert in allen Pixeln), ein gegebener Startpunkt (z.B. aus einer externen Da-
tei), eine Zufallsstartpunkt geeigneter Norm oder ein zufilliger Startpunkt, der mittels
eines natiirlichen Bildes generiert wurde. Der homogene Startpunkt spielte natiirlich auf
hoheren Schichten eine untergeordnete Rolle, da es sich zumeist um Zellen mit meh-
reren lokalen Maxima und Minima handelte. Die anderen Startpunktvarianten waren
zur Konsistenztestung implementiert worden. Die Maxima und Minima liefen sich un-
ter allen Bedingungen stets gut reproduzieren, so dass letztlich die Option des reinen
Zufallsstartpunktes fiir die meisten Simulationen genutzt wurde. Der Radius der Ku-
gelnebenbedingung und die Kantenlinge der Wiirfelnebenbedingung ergaben sich als

Durchschnitt der Trainingsdaten.

Die Abstiegsrichtung ergab sich wie dies aus der Literatur bekannt ist, aus dem (neg.)
Gradienten, welcher aus den SFA-Netzwerk berechnet werden kann, und der entspre-
chenden Nebenbedingungsmannigfaltigkeit (Kugel,Wiirfel usw.). Die Suchrichtung der

line search war die Projektion des (neg.) Gradienten auf den Tangentialraum der ent-
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sprechenden Mannigfaltigkeit im Startpunkt. Fiir die Kugel wurde dann das Problem per
line search auf der Kreislinie mit eben dieser Suchrichtung als Tangentialvektor betrach-
tet. Die Herangehensweise fiir den Wiirfel und andere Nebenbedingungen wird weiter
unten gesondert erlidutert. Resultat dieses Schrittes war also eine Trajektorie bestimm-
ter Lange auf der Kugel (in den meisten Fillen ein Halbkreis), auf der nun geeignete

Punkte fiir den nichsten Iterationsschritt gesucht werden konnten.

for i in range (0,3p.dim): for i in sp.boundCompsMax:

if searchDir[0] [1]<0: if searchDir[0] [1]>=0:
sp.startPoint[0] [1] = O. gearchDir[0] [i] = O
if searchDir[0] [1]>0: for i in sp.boundCompsMin:
sp.startPoint[0] [i] = cubelLength if =searchDir[0] [1]<=0:
if searchDir[0] [1i] == 0.: gsearchDir[0][i] = O
a. zeroCount = zerolount + 1 b.

Abbildung 3.6: a. Dargestellt ist die vorgeschaltene Schleife, die vor der eigentlichen
Optimierung unter Wiirfelnebenbedingung durchgefithrt wurde. Mit sp ist ein Startpunkt-
Objekt bezeichnet, mit den entsprechenden Attributabfragen sp.dim und sp.startPoint,
ersteres gibt die Dimension des Startpunktes, letzteres den aktuellen Startpunkt als ar-
ray zurick. In der Variable searchDir ist die aktuelle Suchrichtung hinterlegt (bereits
an den Wiirfel angepasst). Ist eine Komponente der Suchrichtung (searchDir) negativ,
so wird die entsprechende Startpunktkomponente auf 0 gesetzt, ist sie positiv, wird die
Startpunktkomponente auf die Wiirfelkantenlinge gesetzt, d.h., auf den Rand des Wiir-
fels in dieser Komponente. Gezdihlt werden am Ende die Nullkomponenten der Such-
richtung (zeroCount) in den so gewonnenen neuen Startpunkten. b. Dargestellt ist die
Anpassung des (neg.) Gradienten an den Wiirfel. Die Atrribute sp.boundCompsMax bzw.
sp.boundCompsMin beinhalten alle Komponenten des aktuellen Startpunktes, die bereits
der Wiirfelkantenlinge entsprechen bzw. 0 sind. Eine Komponente der Suchrichtung wird
dann auf 0 gesetzt, wenn sie auf dem Rand des Wiirfels aus dem Wiirfel heraus zeigt.
D.h., wenn sie positiv fiir eine Startpunkt-Komponente ist, die bereits auf Wiirfelkanten-
lange ist oder negativ fiir eine Startpunkt-Komponente, die 0 ist, gezdhlt wird dann, wie
schon erwdihnt, die Anzahl der Nullkomponenten der Suchrichtung im neuen Startpunkt.

Ein Kernstiick des implementierten Verfahrens bildete die nun folgende line search, die
vollsténdig aus dem Buch von Fletcher iibernommen wurde (Fletcher 2000: S. 33ff). Die
festzulegenden Konstanten wurden z. T. entsprechend der Empfehlung des Autors wie
folgt gewahlt: p = 0.01, 0 = 04, 7, = 7, » = 0.1, 73 = 0.5. Die bracketing phase
und die sectioning phase erfolgten wie im Buch beschrieben. Einige Parameter der line
search, die 7. B. die Linge der betrachteten Trajektorie (im Fall der Kugel 7R, also
ein Halbkreis) fiir bracketing und sectioning bestimmt, mussten eigenstindig gew&hlt
werden und sind problemabhéngig. Es hat sich als praktikabel erwiesen, dass, falls auf der

gegebenen Trajektorie keine geeigneten Punkte im bracketing gefunden werden konnten,
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der Endpunkt der entsprechenden Trajektorie als neuer Startpunkt gewéhlt wurde.

Auf den n—Kugeln >z} = const, n > 2) konnte das soeben beschriebene Prinzip
analog fortgesetzt werden. Etwas andere Probleme brachte die Wiirfelnebenbedigung so-
wohl fiir Startpunkt, Abstiegsrichtung als auch line search mit sich. In den Simulationen
bestétigte sich die intuitive Vermutung, dass sich die Extrema in Wiirfelecken befinden.
Startet man mit einem Zufallsbild oder einem anderen Startpunkt, der selbst kein Wiir-
feleckpunkt ist, in die Optimierung, so findet der Algorithmus oft lange keine geeigneten
Intervalle in der bracketing phase, so dass der Startpunkt immer wieder neu (wie oben
beschrieben) am Ende der Trajektorie der line search festgelegt wird. Es bedarf bei z.
B. einer Dimensionalitdt von 8100 fiir Schicht 4 sehr vieler Iterationsschritte, bis {iber-
haupt ein Wiirfeleckpunkt (oder ein Punkt in der Nihe) erreicht ist. Wir entschieden
uns deswegen in diesem Fall zur Durchfiihrung einer vorgeschaltenen Schleife vor der ei-
gentlichen Optimierung, die einen geeigneten Punkt in der Nédhe eines Wiirfeleckpunktes
abhéngig vom initialen Startpunkt als neuen Startpunkt bestimmt. Das Kernstiick die-
ser vorgeschaltenen Schleife ist in Abbildung 3.6 dargestellt. Die genannte vorgeschaltene
Schleife setzt eine Startpunktkomponente auf Wiirfelkantenldnge (also auf den Wiirfel-
rand), wenn die Suchrichtung in dieser Komponente positiv ist, also prinzipiell auf den
Wiirfelrand zu zeigt und die entsprechende Startpunktkomponente noch nicht selbst der
Wiirfelkantenldnge entspricht. Dies geschieht analog fiir den Fall, dass die Suchrichtung
in einer Startpunktkomponente negativ ist, dann wird die entsprechende Startpunkt-
komponente auf 0 gesetzt. In einem ideal auskonvergierten Algorithmus wiirde sich ein

2 und alle Komponenten der Suchrichtung aus

Extremum in einer Wiirfelecke befinden
dem Wiirfel an diesem Punkt herauszeigen. Dies kann die vorgeschaltene Schleife nur
in Ausnahmefillen bewerkstelligen. In der vorgeschaltenen Schleife werden aber diese
Startpunktkomponenten auf dem Wiirfelrand (Punktkomponente 0 und negative Such-
richtungskomponente bzw. Punktkomponente in Hohe der Wiirfelkantenldnge und positi-
ve Suchrichtungskomponente) durch die Variable zeroCount gezihlt (siehe Abb. 3.6). Die
vorgeschaltene Schleife wird beendet, wenn die Variable zeroCount iiber eine bestimm-
te Anzahl von Durchliufen (in unseren Simulationen wurde die Anzahl auf 20 gesetzt)
nicht wichst. Mit dem dann gewonnenen Startpunkt wird die bekannte Optimierung

durchgefiihrt.

Die Léange der Trajektorie fiir die line search unter Wiirfelnebenbedingung muss natiir-

lich jedesmal abhingig vom aktuellen Startpunkt neu bestimmt werden. Die Trajektorien

2Das bedeutet nicht, dass es keine Extrema auferhalb der Wiirfelecken geben kann. Unter unseren
Rahmenbedingungen war dies jedoch nie der Fall.
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selbst sind Geraden auf der Wiirfeloberfliche bis zum néchsten Rand. Die Anpassung
des (neg.) Gradienten an die Wiirfeloberfldche ist Abbildung 3.6 b. zu entnehmen. Zur
Visualisierung der genannten vorgeschaltenen Schleife ist eine Bildsequenz Startpunkt,
neuer Startpunkt nach vorgeschaltener Schleife und in der Optimierung gewonnenes Ex-
tremum in Abbildung 3.7 dargestellt. Z. T. konnten grofe Teile der Optimierung in der

vorgeschaltenen Schleife absolviert werden.

Initialer Startpunkt Nach Vorschleife Nach Optimierung

150 0 105 o 105
135 90 90
120 5 5
75 75
105
60 60
90 10 10
45 45
3
30 30
60 15 15
. 15 15
0 5 10 15 ° 0 5 10 15 °
- 66
0 0 105 0
60
90
54
H st | H
48 75
42
60
10 | 36 10 10
45
30
24 30
15 15 15
ol 1 15
- "
o
0 5 10 15 0 5 10 15 0

Abbildung 3.7: Dargestellt sind Sequenzen initialer Startpunkt (links, hier zufallig aus
einem natirlichen Bild ) - neuer Startpunkt nach vorgeschaltener Schleife (mittig) -
Extremum nach Optimierung (rechts) anhand zweier Zellen aus Schicht 2.




Kapitel 4
Ergebnisse und Interpretation

Die Ergebnisse der Simulationen sind in Anhang A dargestellt. Es finden sich dort die
Minima und Maxima fiir Zellen aller vier Schichten des verwendeten Netzwerkes unter
verschiedenen Nebenbedingungen. Die nicht aufgefiihrten Stimuli (z.B. weitere lokale
Extrema oder Extrema hoherer Zellen) unterscheiden sich qualitativ nicht von den dar-
gestellten.

Bei einem ersten Betrachten fallt ein Merkmal der Bilder unmittelbar auf, wenn man
sich zunéchst die gefundenen Optima (und damit sind in diesem Kontext sowohl Mi-
nima als auch Maxima gemeint) unter Kugelnebenbedingung ansieht (siehe Abb. A.1,
A2, A3 und A.4). Wo unter Kugelnebenbedingung die Stimuli fiir Schicht 1 noch das
gesamte rezeptive Feld (auf das Ursprungsbild bezogen) ausfiillen, kommt es ab Schicht
2 zu einer Lokalisierung des Optimums auf ein, maximal zwei rezeptive Felder der Grofe
eines rezeptiven Feldes von Schicht 1 (in unserer Netzwerk-Architektur also ein Bild der
Groke 10 x 10 Pixel). Dieses Phinomen wird in Schicht 3 und 4 noch ausgeprigter.' Dies
ist offensichtlich nicht der Fall fiir die Wiirfelnebenbedingung, bei der die optimalen Sti-
muli in jeder Schicht das gesamte rezeptive Feld ausfiillen (Abb. A.5). Im Folgenden soll
diskutiert werden, warum es im Fall der Kugelnebenbedingung zu eben einer solchen
Lokalisierung bei den optimalen Stimuli kommt und warum dies bei der Wiirfelneben-

bedingung nicht auftritt.

'Es sei angemerkt, dass die Optima von Schicht 1 der Vollstindigkeit halber angefiihrt wurden. Diese
werden, wie weiter oben im Text beschrieben, ausfiihrlich u.a. in Berkes and Wiskott (2005) diskutiert.

26
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4.1 Lokalisierungsverhalten bei Kugelnebenbedingung

4.1.1 Konkavitat und Konvexitat

Der Grund fiir das beschriebene Phinomen der Lokalisierung in den optimalen Stimuli
liegt im unterschiedlichen Verhalten konkurrierender konkaver und konvexer Funktionen
im Rahmen bestimmter Optimierungsprobleme mit Randbedingungen begriindet. Dies

soll im Folgenden motiviert werden.

Hierzu nehme man eine skalare, nicht negative Funktion m und betrachte folgendes

Optimierungsproblem,

m(hy) +m(hy) = maz,
hi+hy = ho,
hi > 0. (4.1)

Anschaulich kénnte das heifen, dass man eine Gesamtenergie hg zur Verfiigung hat, die
man auf in diesem Fall zwei gleich geartete Kanéle verteilen kann. Die Frage wire jetzt,
wie man die Energie so verteilt, dass die Summe maximal (minimal) wird. Offensichtlich
hingt das sehr stark von den Eigenschaften der Funktion m ab. Zwei prinzipielle Fille

sollen betrachtet werden, die uns auch bei der Optimierung der SFA-Zellen begegnen.

In den beiden Fillen ist die Funktion m einmal streng konkav (m”(h) < 0, Vh) und
einmal streng konvex (m”(h) > 0, Vh). In diesen einfachen Félle muss man nicht mit
Gradienten und Lagrange-Multiplikatoren arbeiten, wenn man hy durch h; substituiert.
Es folgt ein eindimensionales Maximierungsproblem mit folgender notwendigen Bedin-

gung,
[m(hl) + m(ho — hl)]/ = 0. (42)

Rechnet man dies mit der Kettenregel aus, so ergibt sich,

m’(hl) - m/(ho - hl) = 0. (43)

Ein erster Kandidat fiir ein Extremum ergibt sich also im Punkt h; = hy = % Auler
auf den Réndern (hy = 0 und hy = 0) kann aufgrund der Bedingung m”(h) < 0, Vh
bzw. m”(h) < 0, Vh kein weiterer Kandidat hinzukommen. Im konkaven Fall ist die

zweite Ableitung im Punkt hy = hy = % negativ, es handelt sich also um ein Maximum,
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umgekehrt im konvexen Fall. Die Randpunkte (h; = 0 oder hy = 0) sind im konkaven Fall
Minima, im konvexen die Maxima. Die Fille sind graphisch in Abbildung 4.1 dargestellt.

Zur weiteren Motivation soll nun an einem stark vereinfachten, an das SFA-Optimierungsproblem
angelehnten Beispiel diese Situation weiter verdeutlicht werden. Das folgende Beispiel
veranschaulicht den konvexen Fall und die prinzipielle Situation fiir Zellen in Schicht 2.
Man nehme hierzu die Funktionen f(z) = 22 und g(y1,%2) = y7 + y3. Gegeben sei nun

das folgende Optimierungsproblem,

g(f(z1), f(z2)) = max,
i +a3 = h. (4.4)

Es gilt,
9(f(x1), f(x2)) = 27 + 5. (4.5)

Im Beispiel reprisentiert die Funktion g eine Zelle auf Schicht 2, die Eingangsdaten von
zwei Zellen von Schicht 1 (f(z1) und f(x2)) empfingt. Ein rezeptives Feld von Schicht 1
hat in diesem Fall die Grofse eines Pixels und eine Zelle in Schicht 2 sieht zwei rezeptive
Felder von Schicht 1. Gleichung 4.5 soll unter der entsprechenden Nebenbedingung z? +
r3 = hy maximiert werden. Betrachtet man die rechte Seite von Gleichung 4.5, so ist
die Situation auch als konkurrierendes Problem zweier Unterprobleme betrachtbar, beide
Terme, x{ und x3, sind prinzipiell bestrebt die gesamte Energie auf sich zu vereinen. Stellt
man einem Kanal oder Pixel (z; oder z3) die Energie h zur Verfiigung, so betrigt der
erreichbare Maximalwert fiir die Terme z] oder z3 mit dieser Energie offensichtlich h?2.
Damit kann man die Maximalwertfunktion in Abhéngigkeit von der Energie h definieren
und sie lautet fiir beide Terme, m(h) = h? Umformuliert kann man das Problem in
4.4 (mit hy und hy werden die Energien, die z; und x5 zur Verfiigung gestellt werden,

bezeichnet) also auch wie folgt schreiben,

m(h) +m(hs) = max,
hi+hy = h. (4.6)

Dies entspricht aber genau der Situation der Ausgangsbetrachtung wie in Gleichung 4.1.
Im gerade betrachteten Fall ist die Funktion m natiirlich streng konvex, sie entspricht
der quadratischen Parabel. Durch die hohe Potenz vom Grad 4 wird also unter quadrati-

scher Norm oder Kugelnebenbedingung die Maximalwertfunktion konvex und es ist zum
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Abbildung 4.1: Dargestellt sind die beiden im Text diskutierten Fdlle einer konkaven bzw.
konveren Funktion m. Oben links dargestellt ist ein maégliches Beispiel einer streng kon-
vezen Funktion m. Oben rechts wird die Summe in diesem Fall gezeigt, ein Maximum
ist nur bei vollstindiger Verwendung der Energie auf eine der Variablen (rq,xs bzw.
hi, he) erreichbar. Auf der z-Achse ist hy aufgetragen, welches von 0 bis hy alle Werte
durchliuft. Analoge Kurven finden sich unten fir den konkaven Fall.
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Erreichen eines Maximalwertes sinnvoller, die gesamte Energie in nur einen Bildpixel
oder Kanal (z; oder z3) zu stecken, in diesem Fall wire der Maximalwert k3. Im Fall

hg _ hg

. . . . . . . h2
einer Gleichverteilung der Energie wére der erreichbare Funktionswert nur -2 + > = 2.

Die Situation ist vollig anders, wenn das Maximierungsproblem bspw. wie folgt aussieht,

T +x2 = mazx,

vl +a5 = hy. (4.7)

In diesem Fall kann der Term z; in Abh&gngigkeit von der zur Verfiigung gestellten
Energie h (also bspw. 22 = k) maximal den Wert v/h erreichen, die Funktion m hat also
die Form m(h) = v/h und ist somit streng konkav. Wiirde man nun die gesamte Energie
auf einen Pixel verwenden, so wire der erreichbare Funktionswert v/ho. Wenn man die
Energie gleichméakig auf beide Kanéle verteilt, so ldge der erreichbare Funktionswert der
Summe bei 2\/§ = /4% = \/2hg > \/he.

Es mag verkomplizierend scheinen, dass mit einem Konstrukt wie der Funktion m gear-
beitet wird, denn die prinzipielle Situation bleibt fiir jedes SFA-Netzwerk wie im eben
dargelegten Beispiel, durch die zweite Schicht treten Potenzen vierten Grades auf, die um-
gangssprachlich die quadratische Norm iibersteigen und somit zum Lokalisierungsphéno-
men fithren. Nur besitzt die Funktion m im hoéherdimensionalen Fall eine kompliziertere
Geometrie, die in Abhingigkeit von der Norm hg differenziertere Betrachtungen erfor-
dert (sieche Abb. 4.6). Die Lokalisierung ab einem bestimmten Radius ist aber prinzipiell

wie im genannten Beispiel.

4.1.2 Konkavitat und Konvexitat im SFA-Netzwerk

Ahnliche Prinzipien finden sich nun auch bei den Optima unter Kugelnebenbedingung
ab Schicht 2 im SFA-Netzwerk. Es sollen hier nur die Maxima von Schicht 1 und 2
diskutiert werden. Man wird sehen, dass die Lokalisierung mit hoherer Schicht weiter
zunehmen muss. Es finden sich zudem leicht analoge Argumente und Abschétzungen fiir
die entsprechenden Minima.

Der Aufbau eines rezeptiven Feldes von Schicht 2 ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Wie
bereits erwihnt, ist eine Zelle in jeder Schicht, so auch in Schicht 2, eine quadratische

Funktion in den Ausgidngen der néchst unteren Schicht. Fiir eine Zelle in Schicht 2 soll
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Abbildung 4.2: Rezeptives Feld von Schicht 2 bezogen auf das Ursprungsbild. Lingen in
Pizel. Jede Zelle in Schicht 2 sieht entsprechend der Architektur des Netzwerkes vier
rezeptive Felder von Schicht 1 (nummeriert mit 1.-1V.). Jede einzelne SFA-Zelle von
Schicht 1 hat 10 x 10 Einginge und 30 Ausgdnge (siehe Kapitel 3.1).

sie schematisch in folgender Form geschrieben werden, %yTHy—i-ny—l—c, y e R He
R!20x120° £ ¢ R!20) ¢ ¢ R. Das in Abbildung 4.2 dargestellte rezeptive Feld zeigt, dass
die vier von einer Zelle in Schicht 2 “gesehenen” rezeptiven Felder von Schicht 1 vollig
unabhéngig voneinander reguliert werden konnen. Alles, was eingehalten werden muss,
ist die Randbedingung r* = const bzw. 7% + 17, + r%,; + r},, = const. Die Variablen r;
etc. stehen fiir die Norm des entsprechenden rezeptiven Feldes von Schicht 1.

Vorab sei gesagt, dass die quadratischen Formen ab Schicht 2 und héher von ihrer Be-
schaffenheit her nicht ein bestimmtes rezeptives Feld in Schicht 1 préferieren, was sonst
die Diskussion erheblich vereinfachen wiirde. Im Gegenteil, die vier rezeptiven Felder
sind rein energetisch (von der Matrixnorm her gesehen) vollig gleichgestellt.

Man kann sich das Optimierungsproblem in Schicht 2 nun auch als konkurrierendes Opti-
mierungsproblem vieler quadratischer (auf das Input-Bild bezogen dann sogar Ordnung
4) Subprobleme vorstellen. Dies ist in Abbildung 4.3 fiir den quadratischen Term darge-
stellt. Analog kann man sich die entsprechenden linearen Subterme bilden. Schreibt man
sich die Matrix der betrachteten Zelle in Schicht 2, H € R'2%*120_ ynd den entsprechen-
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Abbildung 4.3: Darstellung einer quadratischen Form y'Hy von Schicht 2 als Summe
quadratischer Unterformen.

den Linearterm f € R' wie folgt, H;; € R**%0 f; € R,

H,y H;2 H;3 Hyy f;
H H H H f.
H— 21 22 23 24 f= 2 ’ (4.8)
H3; Hsz H3zz Hsy fs
Hyy Hy Hys Hyy fa

dann schreibt sich das Optimierungsproblem einer Zelle in Schicht 2,

=:c;

1 1 c
Z §YiTHii yi+ fiT}’i + 1 +mQT;; = max, (4.9)
i=1
:?éTi
r? = 7“% + T%I + T%H + T?V = const. (4.10)

Das Kiirzel mQT;; steht hier fiir 'mixed quadratic terms’, also die verbleibenden ge-

H;; Vi L
(YiT7YjT) ( ) ) ( > L 1FE g, 1< g (4.11)
Hj; ¥j

mischten Terme der Form,

mQT;; =

N | —
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Die gemischten Terme sind bestrebt, die Energie auf die beiden eingehenden Vektoren

gleich zu verteilen.

Im folgenden kurzen Abschnitt wird erlautert, warum es nicht zur Lokalisierung auf
Schicht 1 kommt.

4.1.2.1 Die Maxima von Schicht 1
Sei F(x) := 3x"Gx+d”x+r irgendeine quadratische Form einer SFA-Zelle aus Schicht
1. Es gelte ferner die Nebenbedingung g(x) := > | 22 = h > 0. Die Funktion m sei die
Maximalwertfunktion, d.h., m(h) ist das Maximum der Funktion F' fiir Norm h. Dann
gilt

m(h) ~ gh+pVh+r, p, q, 7 € R\ {0}, Yh > 0. (4.12)

Wobei mit dem Zeichen ~ ein qualitatives 'verhilt sich wie’ gemeint ist. Die Funktion
m(h) := qh + pv/h + r ist stetig und streng konkav.

Zur Begriindung sei mit e der normierte Eigenvektor (EV) zum grofsten Eigenwert (EW)
von H bezeichnet. Sei z ein weiterer normierter Vektor, so dass z Gz, d’z > 02. Dann
gilt,

%h (z" Gz) + VhdTz +r <m(h) < =h (e"Ge) + Va||d|? + r. (4.13)

DO | —

Mit gmar == 567 Ge, ¢. := % (27 Gz)und k = d”z ergibt sich,

g:h+ &Vh+1 <m(h) < guach + ||d||* VA + 7. (4.14)

Anschaulich ist m(h) zwischen Funktionen eingeschlossen, die die ganze Zeit streng kon-
kav sind, aber zunehmend immer linearer werden. Dies ist fiir eine Zelle aus Schicht 1 in
Abbildung 4.4 dargestellt.

Natiirlich kann man das Optimierungsproblem auf Schicht 1 genauso als Optimierungs-
problem mit konkurrienden quadratischen Unterformen schreiben (siehe dazu Gleichung
(4.10)). Die Unterformen selbst verhalten sich aber unter Optimierung bei Kugelnebe-
bedingung ebenso wie die zuvor beschriebene Funktion F', was dem konkaven Fall in
Abschnitt 4.1.1 entspricht. Die Optima werden also das gesamte rezeptive Feld ausfiillen

und die Bildenergie wird gleichméafig verteilt.

2H hat eine ONB von EV und ein gleichméfig im Positiven und Negativen verteiltes EW-Spektrum,
zudem ist d in unserem Netzwerk nie selbst EV von H.
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Abbildung 4.4: m(h)-Simulationsergebnis fiir eine Zelle aus Schicht 1. z-Achse: h = r?,
y-Achse: der bei diesem Radius erreichte Mazimalwert. Es wurde eine beliebige Finheit
aus Schicht 1 gewdhlt. Rechts kleinerer Ausschnitt, der die Konkavitdt besonders von
kleinen Radien besser zeigt.

4.1.2.2 Die Maxima von Schicht 2

Das Verhalten der Zellen éndert sich ab Schicht 2 im SFA-Netzwerk deutlich. Fiir stei-
gende h wird der fiihrende Term der quadratischen Unterformen ()7; und auch der
Mischformen mQT;; konvex (Def. siehe (4.9)). Betrachten wir hierzu irgendeine Zelle
in Schicht 2, die fiir den Rest des Kapitels fixiert bleiben soll. Es wird fiir diese Zel-
le kein gesonderter Index mitgefiihrt. Das von der Zelle gesehene Bild x hat nun die
Grofe 20 x 20, was genau 4 rezeptiven Feldern von Schicht 1 entspricht. Man schreibe
x als xT' = (x17,x27,x37,x47), die x; entsprechen hierbei den Inputvektoren der ent-
sprechenden 4 rezeptiven Felder, also x; € R!%. Die gleiche Schreibweise soll fiir den
Output-Vektor von Schicht 1 genutzt werden, y© = (y17,y27,y37, y4?), yi € R®*. Mit
m;(h) sei das Maximum von QT; der betrachteten Zelle von Schicht 2 auf der Menge

,g)l xfk = h bezeichnet. Angemerkt sei, dass y; natiirlich von x; abhéngt, also eigent-

lich yi(x;) geschrieben werden miisste.

Ausgeschrieben ist der Funktionswert der i—ten quadratischen Unterform Q7; der be-
trachteten Zelle von Schicht 2,

Zi(X7 h) = yi(\/EXi>THiiyi(\/EXi) + fiTy'i(\/EXi) + ¢;. (415)

In jeder der 30 Komponenten von yi(\/ﬁxi) steht eine quadratische Form in x;. Fiir die
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vektorielle Funktion y; gilt aufgrund der Ergebnisse fiir Schicht 1 im vorigen Abschnitt,

a1,z P1x

yi=h| + | +Vh| ¢ | 4ry, (4.16)
q30,x P30,z
=1qx =:px

Gz, Pix € R, v € R¥. Die hochste Potenz von h, die somit nach Einsetzen entsteht,

stammt aus dem Term,

W (que, - - > 430.0) His : - (4.17)

430,@
Fasst man alle Terme zusammen, ergibt sich fiir (4.15) bei festem x,

zix(h) == zi(x, h) = al,mhz + az,mh\/ﬁ + ag.h + a4,z\/ﬁ + a5 4, (4.18)

fir a;, € R. Der Exponent bzw. Index x soll die Abhéngigkeit von x selbst andeuten.

Offensichtlich gilt fiir ein normiertes x,
al,xh2 + 0427$h\/ﬁ + Ckgwh + OZ47x\/E + Qs S mz(h) (419)

Sei x nun ein beliebiger normierter Inputvektor. Dann existiert eine positive Zahl &, so

dass [|ax||, |[|px|]; ||rx|| < . Sei e der EV zum groften EW von Hj;. Dann gilt,

T
m;(h) < [h/—ie + Vhre + me} H;; [h/ﬁe + Vhre + /ﬁe] + Vhi||§|? + ¢
= a1h® + ashVh + ash + aVh + as, (4.20)

fiir geeignete a; > 0. Aus (4.19) und (4.20) ergibt sich somit fiir jedes normierte x € R,

a1 2h? + Qo ohVh + agoh + g o Vh + sy < mi(h) < arh? + ashvVh + ash + oy Vh + as.
(4.21)

Aufgrund der Unkorreliertheit der Ausgénge von Schicht 1 und dem vollen Rang von Hj;

kann x so gewahlt werden, dass oy, > 0.

Somit kann man als erstes Resultat festhalten, dass m;(h) fiir grofe h dhnlich wéchst
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Abbildung 4.5: m;(h)-Simulationsergebnis. z-Achse: h, y-Achse: m;(h). Dargestellt sind
die Kurven fir die 4 quadratischen Unterformen von Zelle 2 aus Schicht 2. Oben: QT},
Zweite von oben: QT3, Dritte von oben: QTi, unten: QT5.

wie eine quadratische Funktion. Betrachtet man die begrenzenden Funktionen in (4.21)
genauer, so handelt es sich (bei durchweg positiven Koeffizienten) um Funktionen, die bis
zu einem bestimmten Wert von h streng konkav sind, dann aber streng konvex werden

und bleiben (Die zweite Ableitung betrigt bspw. fiir die rechts stehende Funktion 2a4 +

3. 1 1
102 a44\/h3)'

Dass man x in (4.19) so wihlen kann, dass z. B. ay, > 0, ist nicht offensichtlich. Simula-
tionen bestétigen dies jedoch fiir jede betrachtete Zelle. Auf eine detaillierte theoretische
Herleitung wird an dieser Stelle jedoch verzichtet, Voraussetzung hierfiir waren jedoch
die Eigenwertverteilung der Matrizen H und die SFA-Eigenschaften, insbesondere die
Unkorreliertheit.

Aus Obigem ergibt sich also, dass sich die quadratischen Unterformen QT; bei kleinen
h untereinander als konkurrierende konkave, dann aber streng konvexe Unterprobleme

verhalten. Das gleiche gilt natiirlich auch fiir die gemischten Formen mQT;;.
Diese Geometrie von m;(h) wird durch die Simulation bestétigt (Abb. 4.5).

Entsprechend der obigen Theorie und Abschnitt 4.1.1 hiefle das zudem, dass es bei Radi-
en, die klein genug sind, vornehmlich zu einer Energieverteilung auf alle vier rezeptiven
Felder kommen miisste, bei groflen Radien hingegen sollte es eher zur Lokalisierung kom-
men. Auch dies bestétigt die Simulation (Abb. 4.6).

Es ist also fiir den Funktionswert ab einer bestimmten Groéfse von h sinnvoller, nahezu

die gesamte Bildenergie in eine quadratische Unterform oder in eine quadratische Misch-
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form zu investieren. Deswegen findet man ab Schicht 2 eine Lokalisierung auf ein oder
zwei, aber nie auf mehr rezeptive Felder von Schicht 1. In héheren Schichten kommen
noch hohere Potenzen von h hinzu und verstirken diesen Effekt. Dass manchmal eine
quadratische Mischform préferiert wird, liegt an der Geometrie der Ausgangssignale der

unteren Schichten.

Es seien noch zwei Bemerkungen ans Ende dieses Kapitels gestellt. Betrachtet man z.B.
Abbildung (4.5), dann wird deutlich, dass die real vorliegenden QT; und natiirlich auch

die Mischformen, nicht ginzlich gleich sind wie in der obigen Theorie angewandt.

ayerd & 2

—Fii

N =Z00, Fual=5 03306574272 o= 150000, FYal=G OTOTLG022E

Abbildung 4.6: Auf der linken Seite: das Mazimum fir h = 2500. Die Normen der
einzelnen rezeptiven Felder sind: I = 20.75, Il = 20.65, 111 = 28.24, IV = 29.08. Der
Funktionswert teilt sich wiefolgt auf die quadratischen Unterformen auf: Q11 = 0.97,
QTQQ = 096, QT33 = 099, QT44 = 106, mQTlg = 0477 mQT13 = 0347 mQT14 = 010,
mQTr = 0.13, mQTss = 0.31, mQT34 = 0.60. Man sieht, sowohl Norm als auch Funk-
tionswert sind relativ gleichmdf$ig auf alle vier rezeptiven Felder verteilt.

Auf der rechten Seite: das Maximum fiir die gleiche Zelle fiir h = 2.25e06. Die Nor-
men der einzelnen rezeptiven Felder sind: I = 264.31, Il = 235.73, Il = 451.11,
IV = 1386.00. Der Funktionswert teilt sich wiefolgt auf die quadratischen Unterfor-
men auf: QT = 1.90, QTs = 1.71, QT35 = 3.27, QTy = 35.18, mQT1, = 0.49,
mQTi3 = 1.20, mQT14 = 4.09, mQTr3 = 0.91, mQT, = 4.37, mQT3, = 6.90. Man
sieht, sowohl Norm als auch Funktionswert sind im unteren rechten rezeptiven Feld kon-
zentriert.

So kommt es auch nicht zu einer ausschlieflichen Verteilung auf genau ein rezeptives bzw.
zwei rezeptive Felder von Schicht 1, sondern zu einer nur hauptsachlichen Verlagerung der
Bildenergie. Zudem ist selbstverstiandlich nicht jedes Sub-Maximum einer quadratischen

Unterform oder gemischten Form ein lokales Maximum der gesamten Zelle.
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Abbildung 4.7: Innen: 3" x? = /10, mittig: 3.z} = 10, aufen: 3" 2? = /2 - 10.

In den Optima von Schicht 2 (Abb. A.2) fillt auf, dass zumindest die Maxima von
Zelle 1 und 2 gleichméfig auf das gesamte rezeptive Feld verteilt sind. Das liegt an der
quadratischen Form der beiden Zellen, die einen normméfig iiberlegenen linearen Anteil

(f7x > x"Hx) aufweisen.

4.2 Andere Nebenbedingungen

Dem Lokalisierungsverhalten intrinsisch war die zugrunde liegende Norm, also die Menge
der zur Verfiigung stehenden Bilder, im obigen Fall also alle Elemente auf einer Kugel
eines bestimmten Radius’. Das Verhalten der Optima dndert sich drastisch, wenn diese

verandert wird.

Betrachtet man obige Rechnungen, so kénnte eine erste Anderung darin bestehen, die

4—Norm zu verwenden, also,
dim

> af=h (4.22)
=1

Diese Randbedingung entspricht einer ausgebeulten Kugel wie in Abbildung (4.7) dar-

gestellt. Daraus folgt insbesondere, dass
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Abbildung 4.8: Mazima unter der Nebenbedingung > x} = const fiir zwei verschiedene
Zellen in Schicht 2. Horizontal angeordnet sind verschiedene Durchliufe fiir die gleiche
Zelle.

mi(VR) < mug(h) < mg(Vdim - h), (4.23)

M (h) = max {%%H?Ji + fyitc: Z [2:4]" = h} : (4.24)

Mit my sei das Maximum einer bestimmten Zelle beziiglich Kugelnebenbedingung be-
zeichnet, mit dim die Dimensionalitit des zugrunde liegenden Problems. Mit den For-
meln fiir die Kugelrandbedingung ergibt dies z.B. fiir Schicht 2 vereinfacht geschrieben

zusammen mit (4.23),

IN

011h+0./2 h\/ﬁ—l—ag\/ﬁ+a4 \/ \/ﬁ+a5 m4K(h) (425)
< agdim - h+ 047\/dim -hvVdim - h

+agVdim - h + ag\/ Vdim - h + aqg

Die Grofe myg (h) ist also zwischen zwei streng konkaven Funktionen eingeschlossen und
selbst natiirlich streng monoton wachsend. Es sollte also keine Lokalisierung mehr auf-
treten, diese sollte erst wieder ab Schicht 3 vorhanden sein. Auch dies wird durch die
Simulation bestétigt, in Abbildung 4.8 sind Maxima fiir verschiedene Zellen von Schicht

2 unter der Bedingung Y 2} = const dargestellt. Es tritt keine Lokalisierung mehr auf.

Auch die theoretisch motivierte Geometrie der myg (h) wird durch die Simulation besté-
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Abbildung 4.9: my (h)-Simulationsergebnis, also unter der Nebenbedingung >z} =
const. z-Achse: h, y-Achse: myg (h). Dargestellt sind die Kurven fir die 2 quadratischen
Unterformen von Zelle 2 aus Schicht 2. Untere Kurve: QT11, obere Kurve: QTyy.

tigt (Abb. 4.9). Wie schon erwéhnt, kommt es ab Schicht 3 unter dieser Nebenbedingung

jedoch wieder zur Lokalisierung.

Ein weiterer sinvoller Ansatz fiir alle Schichten wire aus diesen Uberlegungen heraus
die Unendlichnorm, also die Wiirfelnebenbedingung. Wie aus Abb. A.5 ersichtlich, wird
entsprechend der vorher entwickelten Theorie somit das Lokalisierungsproblem fiir alle
Schichten behoben.

Abschliefsend sei gesagt, dass neben den auftretenden mathematischen Phanomenen die
Optima natiirlich auch hinsichtlich der Frage nach biologischer Interpretierbarkeit be-
trachtbar sind. Wie eingangs erwihnt, wire eine Nutzbarkeit der Optima hoherer Schich-
ten im SFA-Netz zur Klassifikation von Neuronen héherer Schichten im visuellen System
natiirlich sehr wiinschenswert und soll nun im Rahmen der Abschlussdiskussion im letz-

ten Kapitel besprochen werden.



Kapitel 5
Diskussion und Zusammenfassung

Diese Arbeit hat die maximal inhibitorischen und exzitatorischen Stimuli von Zellen ei-
nes hierarchischen, mit natiirlichen Bildern trainierten SFA-Netzwerkes systematisch fiir
alle vier Schichten unter verschiedenen Nebenbedingungen untersucht. Es konnten die
bekannten Ergebnisse hinsichtlich der Optima fiir Schicht 1 aus den Arbeiten von Ber-
kes and Wiskott (2005) sowie der MDP-Bibliothek (http://mdp-toolkit.sourceforge.net/)
reproduziert werden. Unter der sonst verwendeten Kugelnebenbedingung zeigte sich in
den Optima ab Schicht 2 des SFA-Netzwerkes ein Lokalisierungsphédnomen, bei welchem
nahezu die gesamte Bildenergie auf stets ein oder zwei rezeptive Felder von Schicht 1
verteilt wird (siehe Abb. 1.1 und Bildergalerie im Anhang). Diese Lokalisierung liegt
am Zusammenspiel von Netzwerkarchitektur, Kugelnebenbedingung bzw. quadratischer
Norm und Polynomeigenschaft der SFA-Zellen, die ab Schicht 2 Polynomen von Grad
4 entsprechen. Aufgrund der Netzwerkarchitektur lasst sich das globale Optimierungs-
problem als Maximierung oder Minimierung konkurrierender Unterprobleme schreiben,
dessen Verhalten sich von Schicht 1 zu Schicht 2 und dann zu allen héheren Schichten
hin grundlegend verdndert. Die Abhéngigkeit 'maximal erreichbarer Funktionswert in
Abhéngigkeit von zur Verfiigung stehender Bildenergie’ produziert aufgrund der Kugel-
nebenbedingung in Schicht 1 eine Optimierung konkurriender konkaver Unterprobleme,
ab Schicht 2 eine Optimierung konkurrierender konvexer Unterprobleme (ab einem be-
stimmten Kugelradius), die die Resultate erklaren. Entsprechend der entwickelten Theo-
rie und den durchgefiihrten Simulationen tritt dieses Phinomen bei Nebenbedingungen
hoherer Ordnung (n—Norm, Supremumsnorm bzw. Wiirfelnebenbedingung) nicht mehr
auf (siche Abb. 4.8 und Bildergalerie im Anhang).

Die Interpretation der Ergebnisse ist nun schwierig, da es keine ausreichenden Referenzen
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aus dem physiologischen Experiment gibt, die man zur Bewertung heranziehen konnte.
Zudem kann man sich die Frage stellen, in wie weit das Konzept der optimalen Stimuli
auf hoheren Schichten sinnvoll ist, wo es sich doch um Zellen zu handeln scheint, die grofse
Invarianzen aufweisen, deren Antwortverhalten nur im Zusammenspiel und Muster mit,
anderen Zellen verwertbar sein kénnte und sich nicht oder nur selten im Bereich von
maximalen oder minimalen Stimuli abzuspielen braucht, um komplexe Funktionen zu
erfiillen (Gross 2008).

Zellen hoherer Schichten der visuellen Bildverarbeitung weisen grofe Invarianzen auf und
sind essenziell fiir hohere visuelle Funktionen wie Muster- und Objekterkennung (Gross
2008). Ob sich die Funktion dieser Neurone in den Bereichen maximaler Exhibition oder
Inhibition abspielt oder vielmehr in Zwischenbereichen und im Zusammenspiel mit an-
deren Neuronen und ob das Konzept optimaler Stimuli fiir hohere Schichten sinnvoll ist
oder nicht, wird diese Arbeit nicht endgiiltig kldren kénnen. Jedoch sind in der Litera-
tur eine Vielzahl von Versuchen beschrieben, maximale (oder minimale) Reaktionen von
Zellen oberhalb von V1 iiber verschiedene Stimulisets zu evozieren. Mit SFA bzw. durch
SFA-Netzwerke hat man Resulate des physiologischen Experimentes fiir den priméren vi-
suellen Kortex sehr gut reproduzieren kénnen und hat -im Gegensatz zum Experiment-
die Moglichkeit, optimale Stimuli fiir beliebige Schichten aus den Zellen selbst zu ge-
nerieren. Die Frage, wie die optimalen Stimuli fiir Zellen nach mehreren SFA-Schritten
aussehen, stellt sich somit aus den Ergebnissen und den Bemiihungen der physiologischen

Experimente auf natiirliche Weise.
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Abbildung 5.1: Auf der linken Seite sind die Walsh-Hadamard-Basen fiir 8 x 8 Pizel
messende Bilder dargestellt. Auf der rechten Seite exemplarische Mazxima unter Wiir-
felnebenbedingung von Schicht 2.
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Wendet man sich den optimalen Stimuli héherer Schichten in SFA-Netzwerken zu, so
zeigt diese Arbeit, dass als Nebenbedingung fiir die Optimierung die quadratische Norm
(Kugelnebenbedingung) nicht geeignet ist. Die unter Kugelnebenbedingung gefundenen
Optima ab Schicht 2 zeigen alle die gleiche Struktur mit Lokalisierung der Bildener-
gie auf ein oder maximal zwei rezpetive Felder von Schicht 1, was, wie schon mehrfach
angesprochen, nur der gewdhlten Nebenbedingung, der Netzwerkarchitektur und der Po-
lynomeigenschaft der SFA-Zellen Rechnung tragt. Eine hohergradige, an das Netzwerk
angepasste Norm oder gar die Supremumsnorm sind nicht weniger allgemeine Neben-
bedingungen als die quadratische Norm, vermeiden aber dieses Phianomen und zeigen
so in den Optima individuelle, strukturelle Eigenschaften der Zellen auf dem gesamten
entsprechenden rezeptiven Feld. Méchte man die Supremumsnorm (Wiirfelnebenbedin-
gung) vermeiden, so miisste man -bliebe man bei den n—Normen- eine Norm wéhlen,
deren Grad mindestens so hoch ist wie der Grad der Polynome der zu optimierenden
Schicht (also fiir 2 SFA-Schritte mindestens die 4—Norm, fiir 3 Schritte die 8—Norm
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Abbildung 5.2: Dargestellt sind Maxima einzelner Zellen in Schicht 3 unter Wiirfelneben-
bedingung. Es findet sich auch hier gehduft ein Muster mit horizontal versetzten Balken
unterschiedlicher Breite, welches sich rein qualitativ auch bei der Hadamard-Basis findet

(Abb. 5.1).

Zum Abschluss sollen noch einmal die Optima unter Wiirfelnebenbedingung genauer
betrachtet werden. Wie schon in der Einleitung erwédhnt, wird hierfiir besonders eine
Arbeit aus dem Jahr 1987 von Richmond et al. (1987) hervor gehoben. Die Autoren
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Abbildung 5.3: Dargestellt sind die im Text genannten Elemente der Gratings und der ho-
rizontal versetzten Balken wie bei der Hadamard-Basis. Oben von links nach rechts
sind verschiedene Mazima von Zellen aus Schicht 2 unter Wiirfelnebenbedingung dar-
gestellt, in denen die beiden genannten Bildelemente unterschiedlich stark miteinander
kombiniert sind. Links sieht man fast ausschliefllich ein Grating, in der Mitte eine Kom-
bination aus Grating und Balken und rechts fast ausschliefilich horizontal versetzte Bal-
ken unterschiedlicher Dicke. Unten von links nach rechts ist das gleiche fiir Zellen
aus Schicht 3 dargestellt.

analysierten in dieser Arbeit das Antwortverhalten von Neuronen des I'T bei Affen auf
ein Set an Stimuli (schwarz-weifs, Auflésung 8 x 8 Pixel), welches aus einer vollsténdi-
gen Walsh-Hadamard-Basis plus nochmals 64 Bildern mit umgekehrtem Kontrast (siehe
z.B. http://en.wikipedia.org/wiki/Hadamard _transform) bestand. Die 64 verwendeten
Bilder reprisentieren eine Orthonormalbasis auf dem R8*®. Als Resultat fand man, dass
die I'T-Neurone sehr differenziert und Stimulus-abhéngig auf die Testbilder reagierten.
Die Autoren zogen letztlich aus den Experimenten den Schluss, dass die verwendeten

Stimuli zur Testung und Klassifizierung von Neuronen im I'T geeignet sind.

In unseren Simulationen finden sich unter Wiirfelnebenbedingung Optima, die qualitativ
der in der genannten Publikation verwendeten Hadamard-Basis dhneln. In Abbildung 5.1
ist dies anhand von Schicht 2 dargestellt. Ahnliche Elemente finden sich auch in Maxima,
und Minima hoherer Schichten wie fiir Schicht 3 in Abbildung 5.2 dargestellt. In der
Tat fallt auf, dass sich die Optima hoherer Schichten meist aus diagonalen Gratings
einer bestimmten Frequenz (z.T. auch iiber Ecken und mit kurvigem Verlauf) und den
genannten horizontal versetzten Balken wie bei der Hadamard-Basis zusammen setzen.
Insgesamt werden die Muster mit héherer Schicht komplexer, die beiden Elemente finden

sich jedoch stets wieder, 7. T. mehr oder minder stark miteinander kombiniert wie in
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Abbildung 5.3 dargestellt.

In wie weit sich nun die genannten Stimuli eignen, um weitere genauere Informationen
iiber Neurone hoherer Schichten des visuellen Kortex zu erlangen, muss das praktische
Experiment zeigen, ebenso wie die Klarung der Frage, ob das Konzept der optimalen

Stimuli fiir hohere Schichten weiterhin tragbar und weiterfiihrend ist.



Anhang A

Bildergalerie
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Abbildung A.1: Mazima und Minima von Schicht 1 unter Kugelnebenbedingung (r

640).
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Maxima und Minima Schicht 2 (Kugel)
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Abbildung A.2: Mazima und Minima von Schicht 2 unter Kugelnebenbedingung sowie
lokale Mazima und Minima (locMIN, locMAX). (r = 1280).
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Maxima und Minima Schicht 3 (Kugel)
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Abbildung A.3: Mazima und Minima von Schicht 3 unter Kugelnebenbedingung sowie
lokale Mazima und Minima (locMIN, locMAX) (r = 3200).



ANHANG A. BILDERGALERIE 20

Maxima und Minima Schicht 4 (Kugel)
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Abbildung A.4: Mazima und Minima von Schicht 4 unter Kugelnebenbedingung (r =
5760).
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Ausgewahlte Maxima Schicht 1-3 (Wurfel)
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Abbildung A.5: Ausgewdhlte Mazima von Schicht 1-8 unter Wiirfelnebenbedingung (a =
130).
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