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Kapitel 1
Einleitung

Erfahrungen kénnen sich in plastischen Modifikationen des zentralen Nervensystems
manifestieren [17]. Dazu gehoren Anderungen der Stirke synaptischer Verbindungen,
Reorganisation der Konnektivitéit des neuronalen Netzes durch Axon- und Dendriten-
wachstum, sowie die Bildung neuer Neurone [17]. Neurogenese ist jedoch auf einige Be-
reiche des Gehirns beschréinkt [4], u.a. entstehen in einer Substruktur des Hippokampus
vieler Spezies, einschliefilich Primaten [17], zeitlebens neue Neurone [3]. Verhaltensexpe-
rimente an Méausen legen die Vermutung nahe, dass Neurogenese im Hippokampus mit
Lernen und der Aufnahme von Erfahrungen im Zusammenhang steht [4, 5, 14, 22, 23].
Beispielsweise scheint ein Kiéfig, der Miusen mehr Moglichkeiten zur Interaktion mit
der Umwelt bietet als ein Vergleichskifig, Neurogenese im Hippokampus zu stimu-
lieren [23]. Die kognitive Funktion adulter Neurogenese im Hippokampus ist jedoch
unbekannt [4, 17].

Ein intakter Hippokampus ist notwendig fiir die Aneignung von Gedéichtnisinhal-
ten [21, 30]. Er scheint dafiir zustéindig zu sein, die Integration multimodaler Informati-
on aus nahezu allen assoziativen Hirnarealen zu einem gemeinsamen Produkt neurona-
ler Aktivitat zu vollziehen. Die Funktion einer solchen Kompression hochdimensionaler
Information zu einem niedrigdimensionalen Abbild hat zur Hypothese gefiihrt, dass das
Entstehen neuer Neurone ein Phénomen der Adaptation dieser Kodierung an Verédnde-
rungen der Statistik neuronaler Aktivitat ist [22, 24].

Da nédmlich angenommen wird, dass der Hippokampus die komprimierte Informati-
on speichert [39, 42], und die Gedéchtnisinhalte wihrend des Erinnerns in die neocor-
ticalen Areale zuriick projiziert werden, trifft auf dieses System eine Form des Plasti-
zitédts-Stabilitdts-Dilemmas zu [24]: Einerseits fordert die Effizienz der Kompression eine
Anpassung an verénderliche Daten, andererseits muss die Dekodierung der Gedécht-
nisinhalte trotz Adaptation gewahrt werden [30].

Anhand eines mathematischen Modells wollen wir den Beitrag der Neurogenese zur
Losung des Dilemmas analysieren. Wir untersuchen deshalb den Adaptationsprozess
eines Modellsystems des Hippokampus fiir Anderungen der (Statistik der) verarbei-

teten Information. Dazu vergleichen wir verschiedene Weisen, wie die Kodierung sich
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verhalten konnte. Wir werden feststellen, dass in bestimmten Situationen die Bildung
neuer Neurone zur Unterstiitzung der Adaptation vorteilhaft ist, wihrend sie in ande-
ren Situationen keinen Erfolg verspricht. Wir charakterisieren beide Félle mathematisch
exakt. Insbesondere zeigt sich, dass Neurogenese tatsichlich den Kode der Gedéchtnis-
inhalte des Hippokampus stabilisieren kann. Dariiberhinaus befiirwortet das Szenario
des “Sammelns von Erfahrungen” in unserem Modell eine Adaptationsstrategie mit-
tels Neurogenese, was die erwdhnten experimentellen Untersuchungen zu bestétigen

scheinen.

1.1 Ubersicht

Nachdem im néichsten Kapitel auf die biologischen Grundlagen des Hippokampus und
der Neurogenese eingegangen wird, formulieren wir im dritten Kapitel das verwendete
mathematische Modell und leiten einige Aussagen iiber das Modell her. In Kapitel 4 ver-
gleichen wir verschiedene Adaptationsstrategien in einem numerischen “Experiment”,
das den Adaptationsprozess simuliert. Kapitel 5 beschéftigt sich mit der mathemati-
schen Untersuchung der durch Neurogenese gestiitzten Adaptation. Abschlielend wer-
den wir die Ergebnisse im Kapitel 6 diskutieren.



Kapitel 2

Hippokampus

2.1 Kurzer Uberblick iiber die Anatomie

Der Hippokampus ist eine Hirnstruktur des medialen Temporallappens [21]. Er ist histo-
logisch in mehrere Substrukturen gegliedert (vergl. Abb. 2.1). Er beinhaltet den Gyrus
dentatus (GD), die Zellfelder CA1-4 und weitere Strukturen (z.B. Subiculum, Presub-
iculum) [21]. Der entorhinale Cortex (EC) bildet die Schnittstelle zwischen dem Hip-
pokampus und neocorticalen assoziativen Arealen [42]. Information aus dem Neocortex
miindet in die Schichten I-IIT des EC [7]. Durch das Faserbiindel Tractus perforans wird
Schicht I des EC mit den granuliren Zellen im Hilus des Gyrus dentatus, sowie mit den
Pyramidenzellen in CA3 [7, 44, 21] verbunden; dies sind die vorherrschenden Zellfor-
men der jeweiligen Substruktur. In einer Reihe vorwértsgerichteter Fasern bewegt sich
der Hauptinformationsfluss vom Gyrus dentatus durch die Moosfasern zu den Pyrami-
denzellen des CA3-Feldes, von dort iiber die Schaffer-Kollateralen zur CA1-Region und
via Subiculum/Presubiculum zuriick zum entorhinalen Cortex, jetzt endend in Schicht
V und VI (siehe auch Abb. 2.1) [2, 7, 44, 38, 42].

Neben dem beschriebenen circuldren Hauptinformationsfluss existieren Querverbin-
dungen [42]. Aus der dritten und fiinften Schicht des entorhinalen Cortex entspringen
Fasern zum CAl-Zellfeld. Die Zuordnung der Schichten im EC variieren z.T. je nach
Spezies (genaueres in [44]). Desweiteren gibt es komissurale Fasern, die die Seiten des
bilateralen Hippokampus verkniipfen und Verbindungen zu sublimbischen Strukturen,
welche die allgemeine Aktivitit des Hippokampus regeln, jedoch nichts mit der verar-
beiteten Information als solche zu tun haben scheinen [42]. Schlielich sind die rekur-
renten Verbindungen innerhalb des CA3-Feldes hervorzuheben, denn durch sie besitzen
die dortigen Pyramidenzellen eine Interkonnektivitéit von ca. 5% [42].

Der Hippokampus empfingt Information aus praktisch allen assoziativen Areal des
Neocortex, z.B. inferior temporaler visueller Cortex, superior temporaler auditorischer
Cortex und parietaler Cortex [37, 42]. Die multimodale Informationen erreicht via pa-
rahippokampalen und perirhinalen Cortex, sowie dem entorhinalen Cortex den Hippo-
kampus [29, 37, 42]. Nach Verarbeitung kann Information den Hippokampus auf zwei
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Tractus perforans

Moosfasern

Rekurrenz

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der wesentlichen Projektionen zwischen den Sub-
strukturen des Hippokampus (Gyrus dentatus (GD), CA3 und CA1-Region, Subiculum (SUB))
und corticalen Arealen (entorhinaler Cortex (EC) und neocorticale Areale). Die Schichten des
EC sind bezeichnet. Fette Pfeile markieren den Hauptinformationsfluss.

Wegen verlassen. Einerseits via Fimbria und Fornix zum Thalamus anterior [37]. An-
dererseits projiziert Schicht V/VI des EC zuriick in die erste und zweite Schicht der
Cortizes, aus denen Information den Hippokampus erreicht [37].

Im Menschen stehen im GD ca. 11 £ 3 Millionen den 6 + 1.5 und 3 = 1 Millionen
Neurone in CA1! bzw. CA2-4? gegeniiber. Subiculum und Presubiculum umfassen etwa
5+1 bzw. 10+2.5 Millionen Zellen [15]. Die ca. 8+1 Millionen Neurone des entorhinalen
Cortex teilen sich in folgender Weise auf seine Schichten auf (in Millionen): 0.7 (II),
3.7 (I1I), 1.2 (V) und 2.6 (VI) [49]. Die Aktivitidtsmuster des Hippokampus sind spérlich
(0.4% gleichzeitig aktive Zellen in GD und 2.4% in CA1 und CA3), wihrend EC weniger
spérliche (7%) und auch weniger selektive Aktivitat zeigt [6, 29, 42].

Im Allgemeinen gibt es eine relativ kleine Population von Interneuronen, die, entge-
gen dem Grofiteil der Neurone, inhibitorische Synapsen bilden [2, 11]. An Synapsen des
Tractus perforans, der Moosfasern und der Schaffer-Kollateralen ist Langzeitpotenzie-
rung (LTP) nachgewiesen worden. LTP bedeutet, dass die Effizienz der synaptischen
Signaliibertragung plastisch moduliert wird, und zwar erfolgt eine Stirkung bei gekop-
pelter Aktivitit von post- und prasynaptischem Neuron; man spricht von Hebb’scher
Lernregel der synaptischen Gewichte [21]. Die Anzahl und Art der ausgebildeten Syn-

! Andere Autoren erwihnen 16 statt 6 Millionen CA1-Zellen [49]. Da die kleiner Zahl an alt gestor-
benen Menschen erfasst wurde, konnte die Diskrepanz auf den Befund altersbedingter Abnahme der
CAl-Neurone zuriickzufiihren sein [15, 40].

2genauer: 2.25 Millionen in CA2-3. 1 Millionen Neurone in CA4.
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apsen der beschriebenen Fasern ist sehr verschieden. Eine CA1-Pyramidenzellen erhélt
ca. 5 - 10° synaptische Eingéingen in Ratten. Ein Drittel der Eingfingen stammt vom
Tractus perforans, die iibrigen werden von den Schaffer-Kollateralen gebildet [42]. Auf-
fallend ist die Spérlichkeit der Verbindung der Moosfasern auf Pyramidenzellen in CA3:
In der Ratte miinden hochstens 50 Moosfasern auf eine gegebene CA3-Zelle; in Anbe-
tracht der Zellzahlenverhéltnisse beider Regionen bildet eine granulédre Zelle des GD
also durchschnittlich nur 15 CA3-Synapsen aus [42]. Moosfasersynapsen scheinen den
Pyramidenzellen besonders starke excitatorische Signale zu vermitteln, miinden aber
auch auf inhibitorische Interneurone [43]. Desweiteren erhélt eine CA3-Pyramidenzelle
sehr viel mehr, jedoch schwiichere Synapsen des Tractus perforans aus EC (ca. 4 * 10
in Ratten) und Einginge von rekurrenten Fasern (1.2 x 10* in Ratten). Welcher der
drei Eingéinge die mittlere Spikeerzeugung der CA3-Region am stirksten beeinflusst,
ist unklar [43].

In der vorliegenden Arbeit werden wir den Schwerpunkt auf den Hauptinformati-
onsfluss von EC iiber GD, CA3, CAl, und von hier zuriick zu EC, legen und in der

Modellierung von vielen biologischen Details abstrahieren.

2.2 Funktionelle Bedeutung des Hippokampus

Der Hippokampus ist fiir das deklarative Gedédchtnis notwendig [21]. Deklarative Gedécht-
nisinhalte sind Formen von Erinnerung, die explizit abgerufen werden kénnen; dazu
z&hlt die Erinnerung an erlebte Episoden und semantisches Wissen [38]. Das explizite
Gedéchtnis steht im Gegensatz zu unbewussten, motorischen Fertigkeiten, dem impli-
ziten Gedéchtnis [21].

Studien an Patienten mit Hirnldsionen lassen vermuten, dass der Hippokampus fiir
die Aneignung von Gedichtnisinhalten notwendig ist, jedoch moglicherweise nur als ihr
intermedidrer Speicher dient [30, 29]. Denn Patienten behalten nach der Schidigung des
Hippokampus weit zuriickliegende Erinnerungen, wihrend kiirzliche erworbene Erinne-
rungen verloren gehen (retrograde Amnesie), desweiteren ist der Bildung neuer Erinne-
rungen gestort (anterograde Amnesie) [30, 21]. Daher vermutet man, dass Erinnerungen
aus dem Hippokampus als Zwischenspeicher in ein stabileres Langzeitgeddchtnis ande-
rer Hirnarealen transferiert werden (Konsolidierung) [1, 30]; dies konnte wéihrend des
Schlafs geschehen [28]. Der Prozess der Konsolidierung dauert moglicherweise mehrere
Jahre fiir bestimmte Gedéchtnisformen in Menschen [30, 32].

Verhaltensexperimente an Mausen und Ratten haben hippokampusabhingige Lern-
probleme identifiziert (z.B. “Morris-Wasserlabyrinth” [31]). Insbesondere rdumliche
Aufgaben scheinen einen intakten Hippokampus zu benétigen, so dass der Hippokam-
pus zwar von den Einen als eine Art rdumliches Gedéchtnis bezeichnet wird [8, 33, 35],
andere jedoch allgemeiner die Fihigkeit zur Integration von Informationen als heraus-
ragende Eigenschaft des Hippokampus nennen [42]. Letzteres wird damit unterstiitzt,
dass der Hippokampus am Endpunkt der Reizverarbeitung steht; die Eingangsschicht,
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der entorhinale Cortex, erhélt Projektionen aus verschiedensten Hirnarealen. Diese In-
formation wird durch eine Zone grofiter Konvergenz, der CA3-Region [40], geleitet und
kann so zu einem zusammenfassenden Muster neuronaler Aktivitit integriert werden.
Diese integrative Rolle des Hippokampus kénnte zur Erfassung einer gesamten Szenerie
als solche notwendig sein und so die Grundlage zur Speicherung von Episoden oder
raumlichen Begebenheiten darstellen (“Schnappschuss”-Gedéchtnis) [38].

In theoretischen Arbeiten wird die CA3-Region wegen ihrer rekurrenten Konnek-
tivitdt hiufig als der eigentliche Informationsspeicher angesehen [26, 42]; CA3 dhnelt
einem spirlich verbundenen Autoassoziativspeicher (Hopfield-Netz [18, 19]). Diese Re-
gion scheint daher verantwortlich fiir das Assoziieren gespeicherter Inhalte [25]. Dem
vorgelagertem GD wird die Aufgabe zugesprochen die Redundanz neocorticaler Infor-
mation zu vermindern [30] und sie durch Orthogonalisierung mittels einer spérliche
Darstellung dem Speicher zuzufithren [13, 25, 42]. Eine derartige Kodierung des GD er-
scheint sowohl fiir das Konzept der Integration von Information, als auch aus Griinden
der Speicherkapazitit von CA3 notwendig [42]. Die Moosfasern sind aufgrund ihrer
starken postsynaptischen Potenziale geeignet, Muster in die CA3-Region “einzuschrei-
ben” [42]. Tatsiichlich bestimmen sie in Phasen gewisser GD Aktivitit den Einfluss auf
die CA3-Region [43].

Fiir die CA1-Region ist vorgeschlagen worden, dass sie die Invertierung der durch
den GD bewirkten Kodierung vollzieht [42, 29]. Es wurde jedoch auch ein Beitrag dieser
Region zur zeitlichen Trennung von Information festgestellt [13, 25].

Obwohl es viele konkurrierende Theorien iiber die hauptséchliche Funktion des hip-
pokampalen Systems gibt, werden wir im wesentlichen der Argumentation Treves und
Rolls [42] folgen, und den Hippokampus vereinfacht als mittelfristigen Speicher ansehen,
der “Schnappschiisse” aktueller Hirnaktivitit aufnimmt. Der Speicher wird von einem
Kodierer (GD) und einem Dekodierer (CA1) attestiert (genaueres im Abschnitt 3.1).

2.3 Adulte Neurogenese im Gyrus dentatus

Im Hippokampus vieler Spezies, darunter Primaten, werden zeitlebens neue Neurone
gebildet [14, 17]. Die postnatale Entstehung neuer Neurone beschriankt sich auf Zellen
des Gyrus dentatus [17]. Vorlduferzellen befinden sich in der subgranuliren Zone des
Gyrus dentatus; durch Proliferation gebildete Tochterzellen wandern von dort in die
granulidre Zellschicht [3]. Reife Neurone erhalten synaptische Eingénge und senden,
gleich den “alten” granuldren Zellen, axonale Verbindungen zur CA3-Region aus [3,
17]. Sie scheinen nicht alte Neurone zu ersetzen [24], sondern sich in die Schicht der
bestehender Neurone gezielt einzugliedern [17].

Die Vorlduferzellen weisen eine basale Teilungsaktivitit auf [14, 23, 45], welche
durch verschiedene neuroendokrine Substanzen positiv wie negativ reguliert wird [17].
Regulation der Proliferation konnte mdoglicherweise iiber den EC als Mediator indirekt

durch affarente Hirnareale geschehen [17]. Es wird dariiber hinaus eine Regulierung der
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Uberlebenswahrscheinlichkeit neu geborener Zellen nachgewiesen [45]. Dies ist moglich,
da viele angehende Neurone vor ihrer Reife durch Apoptose sterben [3]. Man schitzt,
dass das postnatale Wachstum die granuliren Zellen des GD in M&usen insgesamt um
etwa 10% vermehrt [24].

In Experimenten an Méausen wurde beobachtet, dass sich Umweltbedingungen und
Verhaltensweisen auf die Neurogenese auswirkt. Es scheinen sowohl das freiwillige Be-
nutzen von Laufriddern [45], das Leben in “reizreicher” Umgebung [23] (mit Stimu-
li angereicherter Kifig, wie etwa Laufrad, Rohren, Moglichkeit fiir soziale Kontakte,
etc. [46]) als auch nachweislich hippokampusabhingige Experimente [14] die Neubil-
dung von granuldren Zellen im Gyrus dentatus zu stimulieren. An bestimmten frei
lebenden Vogeln wurde eine saisonale Schwankung neuer Neurone im Hippokampus
nachgewiesen, die auf die Speicherung von rdaumlicher Information (Futterplitze, Ge-
fahrstellen, etc.) zuriickgefithrt wurden [5].

Erhohte Bildung funktionell aktiver Neurone wird mit komplexeren Anforderungen
an das Gedéchtnis in Verbindung gebracht [17], obwohl es hier auch leicht abweichende
Meinungen gibt [45]. Man vermutet, dass Neurogenese mit der gesammelten Erfahrung
eines Tieres iiber seine Umwelt einhergeht und die Gedéchtnisleistung besonders fiir
raumliche Aufgaben steigert [22, 23].

2.3.1 Hypothetische Funktion

Uber die ausgeiibte Funktion der Neurogenese in der Informationsverarbeitung des
Hippokampus ist wenig bekannt [4]. Das liegt vorallendingen daran, dass die zelluldren
Mechanismen der kognitiven Funktion des Hippokampus selbst noch schlecht verstan-
den sind [22]. Stellt man sich jedoch auf den Standpunkt, dass der Hippokampus der
Integration von Informationen am Endpunkt der Reizverarbeitung dient, bemerkt man,
dass Neurogenese an einer strategisch giinstigen Position geschieht [22]: die Informatio-
nen aus vielen Bereichen des Neocortex werden iiber EC auf nur ca. 300000 Neurone
(in Mé&usen) des Gyrus dentatus projiziert [22]; dies ist eine dramatische Dimensions-
reduktion. Da die Information vom Hippokampus zum Ausgangspunkt im Neocortex
zuriick projiziert wird [42], werden also Neurone im Bereich der engsten Stelle des In-
formationsflusses platziert [22]; die nachfolgende CA3-Region gilt als Punkt grofiter
Konvergenz (Abschnitt 2.1, vergl. aber auch Diskussion).

Der Gyrus dentatus iibt eine Kodierung der Information fiir die Speicherung in der
CA3-Region aus (Abschnitt 2.2). Neurogenese geschieht also moglicherweise zur Anpas-
sung des Kodes des Kodierers. Letzteres ist funktionell sinnvoll, denn eine Adaptation
des Kodierers ist notwendig, um Redundanz der den Hippokampus erreichenden Infor-
mationen effizient entfernen zu kénnen. Anpassung miisste in einem statistischen Sinne
passieren; wéren beispielsweise die Aktivitdit der Neurone im Neocortex gruppenweise
miteinander korreliert, konnte dies im GD mit wenigen (“Gruppen”-) Neuronen kodiert
werden. Um ein bestimmtes Verhiltnis der Aktivitit der Gruppen zueinander effizient

speichern zu konnen, ist es nétig, die Gruppen herauszusuchen, die besonders charak-
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teristische, i.e. starke, Variation zueinander aufweisen. Dann ist jedes einzelne gespei-
cherte Muster besonders aussagekréiftig, weil sie sich voneinander stark unterscheiden.
Das Auffinden solcher Charakteristika wire Aufgabe einer adaptiven Kodierung.
Wiirde sich die Gruppenzuordnung der Neurone im Neocortex wesentlich verdndern
oder, etwa nach Wechsel in eine vielfiltigere Umwelt, komplexere Korrelationen auf-
weisen, wire eine Anpassung des Kodierers notwendig. Wir wollen in der vorliegenden

Arbeit analysieren, inwieweit zuséitzliche Neurone diesem Zweck behilflich sein kénnten.



Kapitel 3

Modell

3.1 Einfiihrung und Motivation des Modellsystems

3.1.1 Biologische Basis

Als Grundlage der Modellierung der Neurogenese dient ein einfaches funktionelles Sche-
ma des Hippokampus [42] (Abb. 3.1). Es basiert auf der These, dass der Hippokampus
die Aufgabe hat, Muster — wenn auch nur voriibergehend — zu speichern. Unter “Mus-
ter” verstehen wir die Aktivitit (Feuerraten) einer Ansammlung von Neuronen, welche
beispielsweise durch ein vom Organismus erlebtes Ereignis ausgeltst wird. Da die CA3-
Region durch starke Vernetzung ihrer Pyramidenzellen einem Autoassoziativspeicher
ahnelt (Abschnitt 2.1), wird angenommen, dass hier Muster gespeichert werden.

Obwohl der Hippokampus in mehr Substrukturen gegliedert ist (Abschnitt 2.1),
legen wir in bezug auf den Speicher zwei funktionelle Einheiten fest. Der Kodierer
bestehe aus dem Gyrus dentatus (GD); er erhilt Muster vom entorhinalen Cortex (EC)
und gibt diese transformiert weiter an den Speicher CA3. Ein Ziel der Kodierung ist die
Kompression und Integration neocorticaler Information (Abschnitt 2.2). Kompression
wird durch Redundanzreduktion erreicht. Desweiteren wird die Information in einen
spérlichen Kode umgewandelt [42], ein Aspekt den wir in dieser Arbeit nur diskutieren
kénnen (Abschnitt 6).

Die zweite logische Einheit ist ein Dekodierer, der die kodierten Speicherinhalte
der CA3-Region entziffert, welche dann iiber den EC in neocorticale Bereiche zuriick
transferiert werden. Dieser Prozess wird als Erinnerung an ein Erlebnis interpretiert.
Wir identifizieren Treves und Rolls folgend [42] die CA1-Region als den Dekodierer.

Die Gliederung des Hippokampus in drei logische Einheiten, i.e. Kodierer, Speicher
und Dekodierer, fiihrt zunichst auf ein einfaches Modell des Hippokampus, welches
in Abb. 3.1 schematisch dargestellt ist. Neocorticale Areale projizieren Information
via EC auf den Gyrus dentatus. GD “schreibt” die kodierten Muster in den Speicher
CA3. Uber CA1 werden die Speicherinhalten dekodiert, und somit erinnert oder ins
stabilere (corticale) Langzeitgedichtnis konsolidiert. Kodierung und Dekodierung wird

durch spezielle “Wahl” der synaptischen Verbindungsstirken der Fasern zwischen dem

11
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Original Rekonstruktion

Kodierung Fehlervergleich

Moosfasern .
Schaffer-Kol. Dekodierung

Speicher

Abbildung 3.1: Biologische Grundlage des Modells. Neocorticale Information (Original), die
im Hippokampus gespeichert werden soll, erreicht via entorhinalem Cortex (EC) den Hippokam-
pus. Auf dem Weg zum Gyrus dentatus wird die Information kodiert und so in den Speicher, die
CA3-Region, aufgenommen. Auf dem Riickweg (beim Erinnern oder im “Adaptationsmodus”,
siche Abschnitt 3.1.2) wird sie dekodiert, d.h. das Original wird rekonstruiert. Zur Adaptation
von Kodierung und Dekodierung wird in den Schichten der Cortizes ein Vergleich der Rekon-
struktion mit dem Original zur Bestimmung des Rekonstruktionsfehlers vorgenommen.
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Speicher CA3 und EC erreicht. Wir nehmen an, dass die Moosfasern vorallendingen fiir
das Einschreiben der Muster in den Speicher verantwortlich sind (vergl. Abschnitt 2.1),
wihrend die Synapsen des Tractus perforans auf GD-Neurone die eigentliche Kodierung,
d.h. die Redundanz- und Dimensionsreduktion neocorticaler Muster, vornehmen. Die
Dekodierung passiere sowohl an den Synapsen der Schaffer-Kollateralen auf CA1 als
auch an den Synapsen, die die CAl-Pyramidenzellen via Subiculum mit EC-Neuronen
verbinden. Da die Information schliellich Bereiche des Neocortex erreicht, konnte man

auch jene Synapsen zur Dekodierung zdhlen.

3.1.2 Modell zur Untersuchung der Adaptation

In Abschnitt 2.3 wurde die Hypothese geduflert, dass Neurogenese eine Form der Adap-
tation des Kodierers sei. Anpassung der Kodierung an die charakteristische Aktivitit
neocorticaler Areale ist prinzipiell auch ohne Neurogenese moglich. Die synaptischen
Gewichte miissen sich dafiir plastisch derart arrangieren, dass diejenigen Komponenten
der neuronalen Muster, welche fiir die Aktivitdt der neocorticalen Bereiche charakteris-
tisch sind, moglichst effizient kodiert und dekodiert, i.e. rekonstruiert, werden kénnen.
Andern sich die Charakteristika, muss der Kodierung und Dekodierung mit geeigne-
ter Modifikation der Gewichte reagieren. Wir wollen zunéchst kldren wie der Anpas-
sungsprozess der Kodierung und Dekodierung im vorgestellten Modell vonstatten gehen
konnte. Danach wird das Modell auf die Untersuchung des Adaptationsprozess spezia-
lisiert.

Fiir eine Anpassung des Kodes ist ein Optimierungskriterium nétig; es muss die
Moglichkeit bestehen, die Giite eines Kodes zu iiberpriifen. Da der Hippokampus unse-
ren Annahmen zufolge die Aufgabe hat, Muster zu speichern, um sie zu einem spéiteren
Zeitpunkt zu reaktivieren, ist die Abweichung der rekonstruierten von der urspriingli-
chen Information, i.e. der Rekonstruktionsfehler, ein geeignetes Maf} fiir die Giite von
Kodierung und Dekodierung. Berechnung der Abweichung zwischen Rekonstruktion ei-
nes Musters und seinem Original kénnte in den corticalen Schichten (im EC [7] und
moglicherweise auch in den neocorticalen Arealen) geschehen (vergl. Abb. 3.1). Dazu
miisste ein Muster aus den neocorticalen Arealen im Hippokampus kodiert, dekodiert
und zuriick projiziert werden, wihrend gleichzeitig das origindre Muster aktiv bleibt,
um einen Vergleich zu erméglichen [38]. Dieser postulierte Adaptationsmodus wére nur
ein Modus operandi unter mehreren (Konsolidierung, Speicherung, Erinnerung) und
wird auch in der Literatur diskutiert [7].

Um Effekte der Neurogenese im Adaptationsprozess des Kodierers besser verstehen
und untersuchen zu kénnen, werden wir im Modell des Hippokampus (Abb. 3.1) Kodie-
rung und Dekodierung in den Mittelpunkt der Betrachtungen setzen. Wir beschréinken
es deshalb auf die minimalen Anforderungen des Adaptationsmodus. Alle Neurone der
corticalen Areale (EC und Neocortex), die auf den Hippokampus projizieren, seien zu ei-
ner logischen Neuronenschicht zusammengefasst; wir werden diese Neuronenschicht im

Folgenden einfach als EC bezeichnen. Diese Schicht sei mit den Neuronen des Hippo-
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kampus verbunden, welche ihrerseits eine logische Neuronenschicht bilden; wir nennen
sie die verborgene Schicht (s.u.). Der Hippokampus leitet dann die Information zuriick
zum EC. An den Synapsen auf die Hippokampusneurone werde die Kodierung, auf dem
Weg zuriick zum EC die Dekodierung vollzogen. Gespeichert werde die kodierte Infor-
mation, d.h. die Aktivitdt der Neurone der verborgenen Schicht. In dieser Vereinfachung
weisen die Strukturen GD, CA3 und CA1 identische Aktivitit auf, die Kodierungs- und
Dekodierungsvorgénge wurden vollstéindig den Synapsen zwischen den corticale Area-
len und dem Hippokampus zugesprochen. Da der Speicher CA3 nicht explizit modelliert
wird, befindet sich das Modell stets im Adaptationsmodus.

Abb. 3.2 zeigt ein Schema des vereinfachten Modells. Die Struktur der Vernetzung
gleicht einem bekannten neuronalen Netzwerk, dem linearen Autokodierer [24, 18, 41].
In unserem Fall besteht er aus drei neuronalen Schichten, wobei EC gleichzeitig als
Eingabe und- Ausgabeschicht dient, wihrend dazwischen die verborgene Schicht, i.e.

der Hippokampus, liegt.

EC/Neocortex '
)
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Abbildung 3.2: Darstellung des Modells. Neurone sind durch Kreise, synaptische Verbindun-
gen durch Linien angedeutet. Jedes Neuron aus der EC-Schicht ist mit jedem der verborgenen
Schicht verbunden. Die EC-Schicht ist doppelt gezeichnet (oben und unten). Neurogenese ge-
schieht durch das Vergrofiern der verborgenen Schicht (schwarze Kreise).

3.1.3 Adaptation und Neurogenese

Neurogenese scheint mit der Aufnahme von Erfahrung im Zusammenhang zu ste-
hen (siehe Abs. 2.3). Um die Bildung neuer Erfahrungen in der Modellierung zu kon-

kretisieren, bemiihen wir folgendes Konzept eines Umgebungswechsels.



KAPITEL 3. MODELL 15

Stellen wir uns vor, dass ein Tier in einer begrenzten Umwelt lebt, in der es ei-
ner bestimmten Sorte von Eindriicken ausgesetzt ist. Die Eindriicke rufen bestimmte
neuronale Aktivitdtsverteilungen, i.e. neuronale Muster, im Neocortex hervor, welche
vom Hippokampus mittels der Kodierung abstrahiert werden. Wird das Tier unbe-
kannten Eindriicken ausgesetzt, etwa durch einen Wechsel in eine fremde Umgebung,
sollte sich auch die Aktivitdtsverteilung des Neocortex beeinflusst zeigen, so dass sich
die charakteristischen Komponenten der neuronalen Muster verindern. Adaptation der
Kodierung an die neue Situation wiirde die Bedeutung der Abstraktion fritherer Ein-
driicke verschieben, so dass in der Konsequenz Eindriicke der “alten” Sorte vergessen
oder missverstanden werden wiirden. Sollte das Tier in die fremde Umgebung iibersie-
deln, scheint das Vergessen nebenséchlich. Erweitert das Tier seine Umwelt jedoch um
die neue Umgebung, miissen alle Eindriicke effizient kodiert werden kénnen; das Tier
hat zusitzliche Erfahrungen gesammelt und muss damit, im Sinne eines angepassten
Kodes, umgehen konnen. Insgesamt ist dadurch die Umwelt des Tieres, und damit die
Aktivitdtsverteilung des Neocortex, komplexer geworden. Genau bei dem Zuwachs an

Erfahrung vermuten wir die Notwendigkeit neuer Neurone im Kodierer.

- 4
I

Abbildung 3.3: Umgebungswechsel. Zwei Umgebungen, in denen unterschiedliche Sorten Ein-

HO o

O

driicke herrschen, symbolisiert durch Vielecke bzw. Kreise. Umgebung I ist das bekannte Umfeld
der Maus, wihrend Umgebung II fremde Eindriicke beherbergt (siche Text).

Wir wollen die angesprochenen Adaptationsvorginge an einer Maus und zwei Um-
gebungen karikieren. In Abb. 3.3 sind die Eindriicke pointiert durch Vielecke bzw. Krei-
se in den Umgebungen angedeutet. Die Eindriicke innerhalb einer Umgebung &hneln
sich, eine Kodierung wiirde somit einen Redundanz befreiten Kode bilden kénnen. Um
die Eindriicke von Umgebung [ unterscheiden zu koénnen, reicht es beispielsweise ein
“Eckenneuron” zu benutzen, dass die Ecken der Vielecke z&hlt. Kommt die Maus jedoch
aus ihrer gewohnten Umgebung I in die fremde Umgebung II, ist das “Eckenneuron”
offensichtlich eine ungeeignete Kodierung; die Maus konnte gréfiere und kleinere Kreise
nicht voneinander unterscheiden (Abb. 3.3). Kodierer und Dekodierer miissen sich auf
die neue Situation einstellen, weil sich die charakteristischen Merkmale der Eindriicke
gedndert haben. Das “Eckenneuron” kénnte zum Beispiel in ein “Groflenneuron” umge-

wandelt werden, welches proportional zur Grofle der Kreise feuert. Es ist klar, dass das



KAPITEL 3. MODELL 16

“Groflenneuron” seinerseits in Umgebung I keine effiziente Kodierung darstellt. Plasti-
zitét alleine geniigt also nicht, sich in beiden Umgebungen zurecht zu finden; es sei denn
es gibe ein gemeinsames Merkmal zur Unterscheidung aller Eindriicke. Die Stabilitéit
des Kodes fritherer Eindriicke ist auflerdem wichtig fiir das Abrufen von Gedéachtnisin-
halten des Hippokampus; diese miissen auch nach dem Adaptationsprozess vom Deko-
dierer korrekt dekodiert werden kénnen. Die Lésung des Problems scheint auf der Hand
zu liegen: Wenn zum “Eckenneuron” ein neues Neuron im Kodierer hinzu kime, dass als
“GroBlenneuron” fungiert, konnten Eindriicke beider Umgebungen korrekt klassifiziert
werden.

Aus dieser Uberlegung heraus postulieren wir, dass die synaptischen Gewichte der
Neurone im Kodierer nur in der Frithphase ihrer funktionellen Existenz plastisch sind,
spater dagegen stabil [24]. Experimentell ist dies nicht eindeutig bestétigt, es ist aber
durchaus moglich [46]. Die Plastizitéit der Neurone nehme also im Laufe ihrer Existenz
ab. Dann sind neu gebildete Neurone eher in der Lage, sich an fremde Umgebungen
anzupassen, als bestehende, iltere Neurone. Letztere haben sich, nach unserer Uber-
legung, bereits an friithere Umgebungen angepasst und versuchen ihre Gewichte im
Umfeld von neuen Eindriicken beizubehalten. Neurogenese wird in unserem Modell
durch Erhohung der Anzahl der Neurone der verborgenen Schicht beschrieben (sym-
bolisiert durch schwarze Kreise in Abb. 3.2). Tatséchlich vergrofiern sich dadurch auch
die kodierte Darstellung der Muster, d.h. die Speicherinhalte, und der Dekodierer, ob-
wohl physiologisch Neurogenese nur im GD gefunden wird (siehe Abs. 2.3); dies ist ein
Tribut an die Einfachheit des Modells (vergl. Diskussion).

Wir gehen davon aus, das sich (die Gewichte der) Neurone des Dekodierers, im
Gegensatz zu denen des Kodierers, stets plastisch anpassen, und zwar derart, dass der
Rekonstruktionsfehler der verarbeiteten Muster im Mittel minimiert wird. Mit der Mini-
mierung des Rekonstruktionsfehlers werden sich weite Teile des folgenden Abschnitts 3.2
beschéftigen.

3.2 Mathematische Formulierung

3.2.1 Definition des Modells

Jedes der n EC-Neurone hat eine Verbindung zu jedem der m Neurone der verborgenen
Schicht (vergl. Abb. 3.2). Kodierer' K € R und Dekodierer D € R™™) sind Ma-
trizen, die die synaptischen Gewichte der EC-Neurone auf die verborgene Schicht bzw.
der Neurone der verborgenen Schicht auf die EC-Neurone reprisentieren (Abb. 3.2).
Wir gehen davon aus, dass die Frequenz der Spikes der Neurone, also ihre Feuer-
rate, linear mit der Summe der synaptischen Eingfinge steigt. Ein Zeilenvektor k! von
K entspricht den Gewichten der synaptischen Einginge aller EC-Neurone auf das i-

Wir verwenden folgende Konvention zur Schreibweise von Variablen. Fett gedruckte GroSbuchsta-
ben bezeichnen Matrizen, fett gedruckte Kleinbuchstaben (Spalten-) Vektoren und kursiv gedruckte
Buchstaben Skalare oder sonstiges. Bsp.: K, k, K, k.
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te Neuron der verborgenen Schicht, dessen Feuerrate also durch die gewichtete Summe
yi =kl'x = 2?21 k;ijzj gegeben ist, wenn x die Feuerraten der EC-Neurone bezeichnet.
Analog sind die Eintrige des Spaltenvektors d; von D die Gewichte der Riickverbin-
dungen des ¢-ten Neurons der verborgenen Schicht zu jedem EC-Neuron.

Das Modell des Hippokampus (Abb. 3.2) fithrt zur Rekonstruktion eines EC-Musters,
i.e. eine Kombination von Feuerraten x € R" (vergl. auch Abschnitt 3.2.2), insgesamt
zwei lineare Operationen aus:

z = DKx (3.1)

Die Funktionsweise des Modells ist also wie folgt (Abb. 3.4). Eine Kombination von
Feuerraten der EC-Neurone x € R?, wird durch den Kodierer K linear transformiert,
i.e. y = Kx. Vektor y € R™ bezeichnet die Feuerraten der Neurone der verborgenen
Schicht. Das kodierte Muster y wird durch D erneut linear transformiert, i.e. z = Dy.
Die Rekonstruktion z des Originals x erreicht so wieder die EC-Neurone. Die Aktivitét
der verborgenen Schicht y wird in unserem einfachen Modell als gespeichertes Muster

angesehen.

Kodierung Dekodierung

K y =Kx D

x € Py z=Dy~x

Speicher

Abbildung 3.4: Hippokampus als Speicher mit Kodierer und Dekodierer. EC-Muster x, nach
Py verteilt, wird mittels K kodiert (lineare Transformation). Das kodierte Zwischenformat
y = Kx wird im Speicher abgelegt. Der Dekodierer D rekonstruiert aus dem kodierten Signal
eine Approximation z = DKx an das Eingangsdatum x.

Eindriicke einer Umgebung (siehe Abs. 3.1.3) manifestieren sich in einer bestimm-
ten Aktivitatsverteilung im Neocortex; sie losen also ein bestimmtes EC-Muster x aus.
Die Gesamtheit der Eindriicke einer Umgebung wird folglich durch die Angabe einer
Wahrscheinlichkeitsdichte Px der EC-Muster x modelliert. Bei Wechsel der Umgebung
verindert sich die Verteilung? Py der EC-Muster x, denn die Charakteristik der Ein-
driicke werden sich von Umgebung zu Umgebung unterscheiden.

Wir verwenden die mittlere, quadratische Abweichung zwischen Originalmuster x

und Rekonstruktion z als ein Kriterium zur Adaptation des Kodierers und des Deko-

*Den Begriff “Verteilung” verwenden wir synonym zu “Wahrscheinlichkeitsdichte”.
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dierers an eine Verteilung Py, d.h. 3

e = <|x—z|2> (3.2)
GL 3.1] - <|x - DKx|2> (3.3)

Wihrend die Adaptation des Kodierers nicht nur durch den Rekonstruktionsfehler be-
dingt ist, nehmen wir an, dass die Gewichte des Dekodierer stets bestrebt sind, den
minimalen Rekonstruktionsfehler zu erreichen (siehe Abs. 3.1.3). Der optimale Deko-
dierer Dt ist also diejenige Matrix D € R(™™) die die kodierte Darstellung y = Kx
im Mittel iiber die x einer Umgebung mit geringstem Fehler rekonstruiert:
D" = min <|x — z|2> (3.4)
DeR(wm)

Nachdem im néchsten Abschnitt zunichst Voraussetzungen und Bezeichnungen fiir
alle weiteren Rechnungen genannt werden, werden wir den optimalen Dekodierer im
Sinne von GIl. 3.4 ndher bestimmen. Damit wird sich Abschnitt 3.2.4 beschéftigen. Da-
nach (Abschnitt 3.2.5) werden wir Kodierer K herleiten, welche die charakteristischen
Aspekte der Muster einer Umgebung besonders gut erfassen. Das Kapitel wird mit

einem Beispiel abgeschlossen.

3.2.2 Voraussetzungen und Bezeichnungen

Wir mochten an dieser Stelle Voraussetzungen angeben, die in allen weiteren Rech-
nungen der vorliegenden Arbeit verwendet werden, sofern nichts Gegenteiliges gesagt

wird.

Verteilung Die Aktivitit der Neurone (“Feuerraten”) kénnen in der mathematischen
Formulierung auch negativ sein. Wir stellen uns dabei vor, dass Abweichungen von einer
mittleren Feuerrate modelliert werden. Dadurch ist die Verteilung Pyx der x ebenfalls
mittelwertfrei. Die Zweitemomentematrix <xxT> der Verteilung Py ist daher gleich der
Kovarianzmatrix der Verteilung. Kovarianzmatrizen sind positiv semidefinite, symme-
trische Matrizen. Wir werden fordern, dass sie zusétzlich invertierbar sind. Damit hat
(xx!') nur positive Eigenwerte und ist deshalb (und aufgrund ihrer Symmetrie) sogar
positiv definit. Die Eigenwerte der Kovarianzmatrix entsprechen der Varianz in den
Richtungen ihrer Eigenvektoren und sind daher anschauliche Gréflen. Wir schreiben
auch “x € Py” fiir die Tatsache, dass x gemifl Wahrscheinlichkeitsdichte Py verteilt
ist.

Kodierer und Dekodierer Wir werden stets annehmen, dass jeder Kodierer K
Hochstrang hat. Damit sind seine Zeilenvektoren linear unabhéngig, der Rang des Ko-

dierers entspricht also seiner Spaltenzahl, i.e. der Anzahl der Neurone der verborgenen

3Links neben den Gleichungen in eckigen Klammern sind zum leichteren Verstindnis Anmerkungen
zu Umformungen aufgelistet. Diese Notationsweise wird beibehalten.
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Schicht, Rg K = m. Da wir die Spaltenzahl von K spiter variieren werden, stellt die
Annahme keine Beschrinkung der Allgemeinheit dar. Aulerdem sei K (und auch D)
unabhingig von einzelnen Mustern x € Px. Der Hintergrund dieser Unabhéngigkeit ist
die Annahme, dass die Anpassung der Kodierung und Dekodierung auf einer sehr viel

lingeren Zeitskala verliuft als die Rekonstruktion einzelner Muster.

Bild und Kern Im Folgenden wird von Bild und Kern einer Matrix gesprochen,
deshalb wollen wir die Begriffe rekapitulieren und die Bezeichner kléren (fiir Nachweise
siehe z.B. [34]).

Eine Matrix M € R(™™) ist eine lineare Abbildung (Homomorphismus) der Art
R™ +— R". Das Bild dieser Matrix, in Zeichen Bild M, ist der Unterraum des Vek-
torraums R", der durch die Spaltenvektoren von M aufgespannt wird. Sind m;, ¢ =
1,...,m, die Spaltenvektoren von M, wird das Bild von M also durch alle Line-
arkombinationen der Spaltenvektoren erzeugt, wir schreiben (in spitzen Klammern)
BildM = (m;|i € N,,), wobei N,,, fir die Menge der natiirlichen Zahlen {1,...,m}
steht.

Der Kern von M ist ein Unterraum von R™ (und nicht von R"), wir schreiben
Kern M. Fiir alle Vektoren v € Kern M gilt Mv = 0.

Es gilt BildM U KernM? = R" und BildM N Kern M’ = {). Die Summe der
Dimensionen von Bild M und Kern M”' ist daher n.

Spur Wir wollen an dieser Stelle darauf hinweisen, dass die Spur Sp C einer sym-
metrischen Matrix C gleich der Summe der Eigenwerte von C ist. Eine symmetrische
Matrix besitzt stets eine Eigenwertdarstellung C = WAW?, wobei W = (w1, ..., w,)
die Matrix der Eigenvektoren w; und A = diag(\y,...,A,) die Diagonalmatrix der Ei-
genwerte ist. Damit folgt nun

SpC = Sp (WAWT)
[Sp (AB) = Sp (BA)] =Sp (W'WA)
(WIW =1] = Sp(A)
dim C
=) A (3.5)
=1

Die Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix C € R™™) sind stets so wihlbar, dass
sie eine Orthonormalbasis des R™ bilden.
3.2.3 Rekonstruktionsfehler

In diesem Abschnitt wird der Rekonstruktionsfehler (Gl. 3.3) genauer betrachten. Wir
schreiben um die Abhéngigkeiten deutlich werden zu lassen

e(K,D,Py) = <|x - DKx|2> ; (3.6)
XELx
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Diese Gleichung ldsst sich umformulieren:

e = <|x—DKx|2> (3.7)
- <(x ~DKx)T (x — DKx)> (3.8)
- <xT(I ~ DK)” (I - DK) x> (3.9)
- <xTQTQx> (3.10)

Die genaue Bedeutung von Q := (I- DK)T wird spater erliutert. Man kann aber jetzt
schon erkennen, dass % := Qx der Anteil des Vektors x ist, der zum Fehler ¢ beitragt;
wir nennen X daher Residuenvektor. Der Rekonstruktionsfehler gleicht nach GIl. 3.10

der Varianz der Residuenvektoren
e=(|%]*). (3.11)

Ist ein Vektor x1 orthogonal zu den Zeilenvektoren in K, i.e. Kx+ = 0, folgt, dass x*
gleich seinem Residuenvektor ist, & = x* — DKx = x. Zu K orthogonale Vektoren
werden nicht kodiert und konnen demnach auch nicht gespeichert werden. Denn der
Kodierer bildet die Vektoren auf den Nullvektor ab, y = Kx- = 0, so dass keine
Aktivitdt an der verborgenen Schicht ausgelost wird, die gespeichert werden konnte.
Die Zeilenvektoren von K bestimmen daher den Unterraum der Vektoren, welche nicht
in den Speicher gelangen kénnen.

Benutzt man nun neben der Linearitit Eigenschaften der Spurabbildung Sp (), lisst

sich Gl. 3.10 weiter umformen:

e = <xTQTQx> (3.12)
y=Sp(v), v€ER] = <Sp XTQTQX)> (3.13)
[Sp (AB) = Sp (BA)] - <Sp ( : xxTQT)> (3.14)
[Linearitit von ()] — Sp (Q (xx") G T) (3.15)

GL 3.15 zeigt, dass der Rekonstruktionsfehler € nur iiber die Kovarianzmatrix <xxT>
der Verteilung Px abhéngt.

3.2.4 Optimaler Dekodierer

Wir betrachten nun das Problem, eine Matrix D°Pt € R(™™) zu finden, die den Rekon-

struktionsfehler minimiert:

D (K, Py) := min (K,D,P) (3.16)
DeR(n,m)

= min <|x—DKx|2>

DcR(n,m) X€EPx
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Wir interessieren uns fiir den Fall n > m. Dann sind D € R™) und K € R(™") nicht
quadratisch und es gibt kein Inverses zu K. Gesucht ist die Matrix D, die am ehesten
die Kodierung K invertiert, d.h. den Rekonstruktionsfehler minimiert.

Da die offene Menge R(™™) betrachtet wird, muss an der Stelle eines Minimums D =
DOt die Ableitung des Rekonstruktionsfehler fiir jede Komponente von D verschwin-
den. Um dies auszunutzen, werden zwei Aussagen iiber Matrixableitungen benétigt.
Seien eine beliebige Matrix M, eine symmetrische Matrix C, und Vektoren u und v
derart gewihlt, dass die Matrixmultiplikationen in den folgenden Gleichungen definiert

sind (dufleres oder inneres Produkt). Dann gilt

0

N (u"Mv) = uv’ (3.17)
und
0 TaxT T
M (u' M Mu) = 2Muu (3.18)
Damit lasst sich ausrechnen:
Oe 0 T
[GL. 3.8] g :<—(x—DKx x—DKx) >
D | pon D ( )" ( ) o
/' =7, € R] = < 9 (x"x — 2x"DKx + x' K"D"DKx) >
8D Dopt
[GL 3.17, GL 3.18] = -2 (xx") K" + 2D"K (xx” ) K"
(3.19)
[Min. ges.] =0

Die Matrix © sei die (passende) Nullmatrix, also eine Matrix mit lauter Nullen als
Eintrigen. In Gl. 3.19 wurde GIl. 3.17 mit u := x und v := Kx, sowie Gl. 3.18 mit
u := Kx und jeweils mit M := D verwendet. Es ergibt sich schliellich, weil K <xxT> K”
wegen der Invertierbarkeit von (xx’') und dem Héchstrang von K (sieche Abs. 3.2.2)

invertierbar ist:

(xx") KT = DK (xx” ) K (3.20)
D = (xx") KT (K (xx”)KT)™" (3.21)

Im Anhang wird gezeigt, dass in Gl. 3.21 tatsédchlich ein Minimum vorliegt und nicht
etwa ein Maximum (siehe Abs. A.1.1). Wir nennen D°P* den optimalen Dekodierer (bei
fester Dimensionalitét).

Gleichung 3.21 gibt den Dekodierer an, welcher eine Kodierung am ehesten inver-
tiert. Es fillt auf, dass die Kovarianz <xxT> der Muster aus Py genutzt wird, um D°Pt
zu bestimmen. Der Dekodierer nutzt die Kovarianz, um die Varianz der Rekonstrukti-
on in relevanten, d.h. sehr variablen, Richtungen der Verteilung Px zu verstirken und



KAPITEL 3. MODELL 22

die Varianz in irrelevanten Richtungen zu vermindern. Diese Verzerrung der Rekon-
struktion zugunsten der vorherrschenden “Form” der Muster, ergibt eine verbesserte
Rekonstruktion. Nach der Skizze in Abb. 3.3, wiirde etwa ein abgerundetes Rechteck
in Umgebung I, in der Vielecke vorherrschen, in der Rekonstruktion “eckiger” gemacht
werden, um den Rekonstruktionsfehler, i.e. die Abweichung der Rekonstruktion von der
vorherrschenden “Form” der Originale (Vielecke), zu minimieren. Dieser Effekt wird uns

spéter noch beschiftigen (Kapitel 5).

Folgerungen

Der optimaler Dekodierer projiziert die niedrigdimensionale, kodierte Darstellung der
Muster Kx i.A. nicht in den gleichen Unterraum des R" zuriick, wo der Kodierer sie
“her” hatte, d.h. Bild D°P' = Bild K”'. Vektoren x’ aus dem von den (Zeilen-) Vektoren
des Kodierers aufgespannten Raum, i.e. x' € Bild K", koénnen also durch die Rekon-
struktion modifiziert werden, wir haben es oben bereits angedeutet. An einem Beispiel
wollen wir dies nachweisen, indem wir D°P'Kx’ # x' zeigen. Sei (xx’) = diag(A1, A2)
und K = (1 1). Der zugehérigen optimale Dekodierer lautet dann nach GIl. 3.21

AltA2
sichtlich im Bild von K7 liegt, ist gegeben durch

T T
Dort = 1 ()\1 )\2) . Die Rekonstruktion des Vektors x' = (1 1) , der offen-

D'Kx' =

M) £(1 1) =« 3.22
e (%) A (0 1) = (322
Die Rekounstruktion von x’ ist also nicht mit der Richtung des Kodierers identisch.

Dagegen gilt allgemein die Aussage
DP'Kx" =x", x" € BildD°"", (3.23)

d.h. fiir ein Vektor x” € Bild D°P! ist die Rekonstruktion tatséichlich mit dem urspriing-

lichen Vektor identisch. Denn es gilt zunichst
[GL. 3.21] KD =1, (3.24)

wie man leicht aus der Gleichung fiir den optimalen Dekodierer (Gl. 3.21) erkennt. Da
nun x” wegen x” € BildD°P* als Linearkombination der Vektoren in D°P' darstell-
bar ist, i.e. x” = D°'m, folgt die Aussage Gl. 3.23 dann aus Gl. 3.24: DP'Kx" =
DoptKDoptm _ Doptm = x".

Wir haben diese Aussagen gebracht, um darauf hinzuweisen, dass P := D°P'K keine
“echte”, i.e. orthogonale, Projektion sein muss, sondern nur eine “nicht orthogonale”
Projektion ist. Wahrend Projektionen stets idempotent sind, ist eine orthogonale Pro-
jektion, i.e. eine Projektion im engeren Sinne, zusétzlich symmetrisch. Die Idempotenz
von P folgt aus KDP* =1 (GL. 3.24):

PP = D"’ KD?'K = KID" = P. (3.25)
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Da jedoch Bild KT # Bild D°P! ist* (siehe oben), ist P im Allgemeinen nicht symme-
trisch. Das besagt namlich die Aquivalenz (Beweis siche Abschnitt A.1.2)

BildK? = BildD** <« P =P”. (3.26)

Aus dem Nachweis im Anhang kénnen wir genau angeben, wann ein “echte” Pro-
jektion vorliegt (Abschnitt A.1.2). Denn dort wird gezeigt, dass P = P? genau dann
gilt, wenn die Zeilenvektoren aus K durch Linearkombinationen von genau m Eigen-
vektoren w; von <xxT> darstellbar sind; die Zeilenvektoren von K spannen dann einen

“Eigenraum” von (xx ) auf’. Wir haben also fiir eine Indexmenge Z C N,, mit |Z| = m
P=P' — BildK' = (w;licZCN,) (3.28)

Wir schreiben (w;|i € Z) fiir den von den Eigenvektoren wy, i € Z von (xx!), aufge-
spannten Unterraum in R” (Eigenraum).

Wenn der Kodierer KT = (ky,...,k,,) einen Eigenraum von <xxT> aufspannt und
die Gewichtsvektoren zusétzlich orthogonale zueinander sind, hingt der zugehorige op-
timale Dekodierer D°P* = (dy,...,d,,) nicht mehr von der Kovarianzmatrix <xxT> ab.
Denn es gilt (Beweis siehe Abschnitt A.1.3):

BildK” = BildD" und k! k; =0, i #j = d;= i JEN,  (3.29)

1
k| .
Der optimale Dekodierer zu einem solchen K wird nicht mehr von der Kovarianzmatrix
<xxT> beeinflusst. Jetzt sind nicht nur die Bilder der Kodierungs- und Dekodierungs-
matrix identisch, die einzelnen Gewichtsvektoren von Kodierer und Dekodierer zeigen
sogar in die gleiche Richtung.

‘Der kodierte Raum stimmt also i.A. nicht mit dem dekodierten Raum iiberein. Man kann sich
das veranschaulichen. Es ist etwa so, als ob ein Schatten eines Objekts auf ein zu den (parallelen)
Lichtstrahlen schiefes Blatt Papier geworfen wird. Malt man den Umriss des Schattens auf das Papier,
stimmt die gemalte Linie nicht mit dem Umriss des Objekts iiberein (nicht orthogonale Projektion).
Wiirde man jedoch das Papier senkrecht zum Licht halten, sind Schatten und Umriss des Objekts
identisch (orthogonale Projektion).

®Der mathematische Grund, warum der Dekodierer das Bild nicht veréindert, wenn der Kodierer
einen Eigenraum aufspannt, liegt am folgenden allgemeineren Sachverhalt: Vektoren x*, die senkrecht
zu Eigenvektoren w;, j € J C N,, einer Matrix C stehen, sind auch nach der Matrixmultiplikation,
Cx™, orthogonal zu diesen Eigenvektoren w;. Die Vektoren x* kénnen also durch C nicht aus dem
Unterraum R™\ (w;|j € J) “herausgedreht” werden. Auf Kovarianzmatrizen bezogen bedeutet diese
Aussage, dass Vektoren x* keine Kovarianz mit den Richtungen w; besitzen. Ein Dekodierer wiirde
im Mittel einen gréfieren Fehler machen, wenn die Rekonstruktion von xT Varianz in Richtungen w;
aufweisen wiirde, als ein Dekodierer, der die Orthogonalitéit zu diesen Richtungen beibehilt (vergl. auch
mit Formel fiir optimalen Dekodierer Gl. 3.21). Man kann diesen Sachverhalt zusammenfassen mit der
Aussage (Z CN,)

BildK” C (wii € 7) <= Bild <xxT> K™ C (wili € T) (3.27)
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Rekonstruktionsfehler fiir optimalen Dekodierer

Wir wollen jetzt den Rekonstruktionsfehler an der Stelle des optimalen Dekodierers

bestimmen. Es sei

ex(K) := e(K, D" (K, Py), Pyx) (3.30)
[GL. 3.15] = Sp (15 (xxT) 13T> , (3.31)

wobei P := QOPt = (I — DOptK). Dies Idsst sich weiter umformen. Wegen der Symme-
trie der Matrix <xxT> f’T,

<xxT> Pl = <xxT> - <xxT> K. port?
[GL. 3.21] = (xx") = (xx" VK" (K (xx") K") T K (xx")
[GI. 3.21] = <xxT> — DP'K <xxT>
=P <xxT> , (3.32)
wird aus Gl. 3.31
ex = Sp (PP (xx")) . (3.33)

P ist die zu P komplementire (i.A. nicht orthogonale) Projektion und ist daher ebenfalls

idempotent:
PP =1-2P+PP=P. (3.34)
Einsetzen in Gl. 3.33 ergibt schliellich

ex = Sp (P (xx)) (3.35)
= 8p ((xx") = (ex") KT (K (xx")K") 'K (xx")), (3.36)

Das ist der optimale Rekonstruktionsfehler, d.h. der Rekonstruktionsfehler bei Verwen-
dung des optimalen Dekodierers D°P'(K, Py) fiir einen vorgegebenen Kodierer K.

Ist P, = D°P'(K,, Px)K., eine “echte” Projektion, d.h. P*T = P,, ldsst sich der
Rekonstruktionsfehler auf eine einfache Form bringen. Nach Gl. 3.28 ist dies ndmlich
gleichbedeutend damit, dass die Zeilenvektoren des Kodierers einen Eigenraum von
(xx!) = > i1 )\jowJT aufspannen, i.e. BildK! = (w;|i € Z C N,). Fiir P, folgt®

wi, 1€1
P.w; = (3.37)
0, sonst

®Denn wegen Bild KT = Bild D" (siche Abs. A.1.2) ist BildP. = BildK”, d.h. es gilt P.w; = w;,
1 € Z. Aus Kern P, = R"\ Bild P, folgt dann P.w; =0, j € Z\N,
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Dadurch wird der Rekonstruktionsfehler zu

[G. 3.35] ex =Sp(I-P,) <xxT>) (3.38)
= Sp (xx’) — Sp ixjp*ijf (3.39)
=
[GL. 3.37] = Sp (xx") — Sp (Z )\iwiw;fr> (3.40)
1€
[Sp (w;w]) = 1] = Sp (xxT) - Z ,\iE (3.41)
[GL. 3.5] = > N . (3.42)
JEN,\T

Das ist die Summe der Eigenwerte, die zu den Eigenvektoren gehoéren, welche nicht im
Bildraum des Kodierers K, liegen. Die Herleitung von Gl. 3.42 zeigt auflerdem, dass
der optimale Rekonstruktionsfehler fiir zwei Kodierer, welche den gleichen Eigenraum
aufspannen, identisch ist.

3.2.5 Gewichtsvektoren des Kodierers

Wir wollen nun iiberlegen, wie ein Kodierer K°P'(Py) gestaltet sein muss, um
KP' = min ex(K) (3.43)

unter den Bedingung K°P* € R(™™) und m = RgK°" zu erfiillen. Wir gehen also
davon aus, dass die Minimierung bei Verwendung des optimalen Dekodierer (Gl 3.21)
geschieht.

Wir benutzen zur Minimierung die Gleichung 3.31 des Rekonstruktionsfehlers fiir
optimale Dekodierer 4. Ist (xxT> = 2?21 )\iwiw;fr die Spektraldarstellung der Kova-

rianzmatrix , erhélt man mit P = I — DP'K

GL 3.31] ex = Sp (P (xxT) PT) (3.44)
n R T R
Sp (AB) = Sp (BA)] =Y\ (Pwi) Pw; (3.45)
i=1
Wir wollen zunéchst w;frf’Tf’wi = |f’wi|2 niher bestimmen. Sei dazu H = (hy, ..., h, ;)
eine orthonormale Basis von Kern K, K = (kg, ... ,km)T. Da die Zeilenvektoren von H

und K’ zusammen genommen eine Basis von R” sind, lassen sich die Eigenvektoren

w,; von <xxT> als deren Linearkombination darstellen:

m n—m
wi =y ujikj+ Y vjih; (3.46)
=1 j=1
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Wegen der Orthonormalitét der Vektoren in H ist vj; = h]Twi. Da die Vektoren h;

nach Definition im Kern von K liegen, also Kh; = 0, ist

Ph; = (I - D®'K)h; = h; (3.47)
und es lasst sich mit GIl. 3.46 ausrechnen
KTh; = 0] w!I P Pw, = ‘Z ujif)kj‘ + ‘ 3 (hJTwi)hj‘ (3.48)
j=1 J=1
=: Pi + o; (3.49)

Wir konnen zunéchst zusammenfassen, indem wir GIL. 3.49 in GI. 3.45 einsetzen:
n
ex =Y i (pi+0v) (3.50)

Wir wollen jetzt zeigen, dass an die Zahlen p; und o; Nebenbedingungen gekniipft
sind. Wenn wir diese kennen, kénnen wir den prinzipiell méglichen, minimalen Wert
des Rekonstruktionsfehlers angeben. Danach werden wir zeigen, dass dieser Wert fiir
bestimmte Kodierer K tatsichlich angenommen werden kann.

Man sieht zunéichst aus der Definition (Gl 3.49), dass p; > 0 und o; > 0 sind. Die

Zahlen o; lassen sich umformen zu

- ‘ i h!'w;)h ‘ (3.51)

h7h; = 6] = > (hfw;)* (3.52)

Wir bemerken, dass die Summe )", 0; konstant ist, d.h. nicht von der Lage der
Gewichtsvektoren des Kodierers K abhéngt:

[W = (wi,...,wp)] =Y hfWW'h, (3.53)

[WW? =1, hlh; = 1] =n—m

AuBlerdem folgt aus dhnlichen Griinden

n—m

oi =Y (hfw;)? (3.54)
j=1

< D (hjw;)? (3.55)
7=1

= w/HH" w, (3.56)
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H' = (hy,...,h,) sei eine Erweiterung der Basis H des Kerns von K zu einer ortho-
normalen Basis des R".

Kénnte man nun p; > 0 und 0 < o; < 1 unter Beachtung von "' 0 = n —m
beliebig wihlen, wiirde der Rekonstruktionsfehler (Gl. 3.50) offensichtlich den kleinsten
Wert annehmen bei

0, +:<m

o; = (3.58)
1, sonst.

pi =0, 1€N,. (3.59)

Hier haben wir geordnete Eigenwerte vorausgesetzt, A; > A;, 4 > 7, und A; > 0. Wenn
nun diese Werte fiir ein spezielles K* € R(™") angenommen werden, ist gezeigt, dass
ein solches K* den Rekonstruktionsfehler tatséchlich minimiert.

Nach Definition (Gl. 3.49) gibt die Zahl o; den Anteil des Eigenvektors w; an, der
durch die Basis des Kerns von K dargestellt wird. Ist also o; = 1, liegt der Eigenvektor
w; vollstidndig im Kern von K, und andersherum bedeutet o; = 0, dass der Eigenvek-
tor w; vollstdndig durch eine Linearkombination der Zeilenvektoren aus K dargestellt
werden kann.

Die Bedingung an die Zahlen o; fiir ein Minimum (Gl. 3.58) besagt daher, dass ein
optimaler Kodierer K°P' den gréBten Eigenraum von (xx”') aufspannt, (w;lj € Ny, ) =
Bild K”. Wir wollen iiberpriifen, ob ein solcher Kodierer auch die Bedingung an die
pi (Gl. 3.59) erfiillt.

Im Anhang (Abschnitt A.1.2) zeigen wir die Aquivalenz

(wili € T CcN,)=BildK! <= BildD"=BildK”. (3.60)

Da ein optimaler Kodierer K°P' laut Gl. 3.58 einen Eigenraum aufspannt, kénnen
wir die Aquivalenz anwenden und wir haben Bild D°P* = Bild K°Pt”. Damit ist k; €
Bild D" und aus p; wird wegen Px = 0 fiir ein x € BildD°P! (Gl. 3.23):

m
N 2
[Gl. 3.49] Pi = ‘ Z ,U,]ZPkJ‘ (361)
Jj=1
[we. k; € BildK” = Bild DP!] =0.

Insgesamt sind die Forderungen fiir o; (Gl. 3.58) und und p; (Gl 3.59) erfiillt; ein
optimales K ist bereits durch die Wahl der o; vorgegeben. Wir erhalten schlief8lich als
Bedingung fiir Gl. 3.43 ein K°P* (bei fester Dimensionalitiit)

Bild K" = (w;|j € N,,) (3.62)

Ein optimaler Kodierer spannt den grofiten Eigenraum der Kovarianzmatrix <xxT>
der Verteilung Px auf. Der optimale Kodierer ist durch diese Bedingung offensichtlich
nicht eindeutig bestimmt (im Gegensatz zum optimalen Dekodierer, vergl. Gl. 3.21).
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Insbesondere sind die Zeilenvektoren eines optimalen Kodierers nicht notwendigerweise
normiert oder orthogonal zueinander.

Die Menge der Kodierer K € R(™"™) | die zu einer gegebenen Verteilung Py optimal
sind, fiir die also Gl 3.62 gilt, bezeichnen wir IC‘()Szn) (Px). Ist eine konkrete Kova-
rianzmatrix C vorgegeben, werden wir die Tatsache, dass die m Zeilenvektoren des
Kodierers K € R™™) den groften m-dimensionalen Eigenraum von C erzeugen, durch
die iibersichtlichere Notation

K ~ Cp, (3.63)

zum Ausdruck bringen. Man beachte, dass kein Fettdruck verwendet wird, um Ver-

wechslungen zu vermeiden.

Folgerungen

Sind Kodierer K°P* ~ C,,, und zugehériger Dekodierer D°P* = DOP'(K°P* C) opti-
mal fiir eine Verteilung Py mit Kovarianzmatrix C, ist die Projektion P = DOP'KPt
symmetrisch (Gl 3.28 und Gl. 3.25). Der Rekonstruktionsfehler fiir K°P* und DP? ist
gegeben durch (siehe Gl. 3.50)

n
ex(KP) = Y A, (3.64)
i=m-+1
das ist die Summe der n —m kleinsten Eigenwerte der Kovarianzmatrix C. Die Eigen-
werte sind hier der Grofle nach geordnet.
Sind zwei optimale Kodierer mit unterschiedlicher Dimension der verborgenen Schicht

y vorgegeben, also K> ~ C,, und Kzs),t ~ Gy, folgt, da alle Eigenwert als positiv
vorausgesetzt sind, aus Gl. 3.64 sofort

ex (KPY) < ex(K%'), falls m > m/ (3.65)

Der minimale Rekonstruktionsfehler ist also stets kleiner, wenn man mehr Neuronen
der verborgenen Schicht benutzt. Man kann die Verminderung des Fehlerwerts genau
angeben. Ist nimlich m > m/, folgt wegen der Optimalitiit beider Kodierer aus Gl. 3.64
m
ex(KP') — ex (KB ) = > ) (3.66)
Jj=m/+1
Wie stark ex sinkt, hingt also von den Eigenwerten, i.e. der Varianz, der zusitzlich
kodierten Richtungen ab. Im Grenzfall m = 0 findet keine Kodierung statt und es ist
ex = Sp (xx’) = (|x|?). Im anderen Grenzfall, wenn m = n, ist BldK” = R" und die

Kodierung verlustfrei, ex = 0.
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3.2.6 Zusammenfassung

Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten untersucht, wie die Kodierung und
Dekodierung gestalten sein miissen, damit Eindriicke einer Umgebung optimal aufbe-
reitet werden konnen. Konkret haben wir bei vorgegebener Verteilung Py, mit x € R,
und der Dimension der verborgenen Schicht y € R™ versucht den Rekonstruktions-
fehler ¢(K,D, Py) = <|x — DKx|2> zu minimieren. Wir haben dazu K € R("™™) | und
D € R(™™) betrachtet. Zunichst lief sich ¢ umformulieren in

(K, D, Py) = Sp (Q (xxT) QT) : (3.67)

mit Q := (I — DK). Somit hingt e nur iiber die Kovarianzmatrix C := (xx") von
Verteilung Py ab, d.h. es ist ¢ = ¢(K, D, C).

Ist C invertierbar, existiert genau eine Dekodierungsmatrix D°P* = D°P! (K, C),
mit DP* € R("™™)  welche den Rekonstruktionsfehler e (fiir gegebenes K) minimiert,
namlich

D' (K,C) = CK” (KCK”) (3.68)

Hat der Kodierer K zueinander orthogonale Gewichtsvektoren und spannt zusétzlich
einen Eigenraum von C auf, hingt der optimale Dekodierer nicht mehr von der Kova-
rianzmatrix C ab.

Der Rekonstruktionsfehler an der Stelle des optimalen Dekodierers ist
ec(K) = Sp (130) . (3.69)

Die idempotente Matrix P := I — DP'K ist i.A. nicht symmetrisch.

Der minimale Fehlerwert der Rekonstruktionsfehler ec(K°P') (bei gegebener Dimen-
sionalitit der verborgenen Schicht m) wird durch Nutzung eines optimalen Kodierer
K ~ C,, erreicht. Dieser spannt den grofiten m-dimensionalen Eigenraum der Ko-
varianzmatrix C auf. Das Minimum des Fehlers ist die Summe der n — m kleinsten

Eigenwerte von C.

3.2.7 Beispiel

Es ist illustrativ, die Ergebnisse der letzten Abschnitte an einem niedrigdimensionalem

Beispiel anzuwenden. Es sei n = 2 und die Kovarianzmatrix der Verteilung Px

(xno0
- (3 2). -

mit Ay > Ao > 0. Dadurch ist eine mittelwertfreie multivariate Normalverteilung Py de-
finiert, die Abbildung 3.5 A veranschaulicht. Der Kodierer sei ein beliebiger normierter
Vektor, habe also die Gestalt

K(p) = (simp cos (p) . (3.71)
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Abbildung 3.5: A: Multivariate Normalverteilung mit Kovarianzmatrix C = diag (0.9,0.1).
Eingezeichnet sind optimaler Kodierer und Dekodierer (sie liegen iibereinander, durchgezogene
Linie). B: Rekonstruktion der Muster aus Abb. A. Die Datenpunkte werden zunichst auf den
durch den Kodierer vorgegebenen Raum (z;-Achse) in den R! projiziert und mittels Dekodierer
im Ursprungsraum R? dargestellt. Am Optimum liegen Dekodierer und Kodierer {ibereinander,
die rekonstruierten Muster befinden sich daher entlang der x1-Achse.

Damit ist m = 1. Der optimale Dekodierer lisst sich nach GI. 3.21 berechnen

D'(y) = CK(p)" (K(p)CK(p)")

1 A1 sing
= - 3 (3.72)
A1 sin® @ 4+ Agcos? @ \ Ao cos

und der Rekonstruktionsfehler unter Anwendung des optimalen Dekodierers schreibt
sich nach GI. 3.35

A sin? @ + A} cos?

eclp) =M+ A2 — (3.73)

Arsin? o + Ay cos
Eine kurze Rechnung zeigt, dass die Extrema von Gl 3.73 an den Stellen ¢ € {25[z €
7} liegen. Es ist ec(zm) = A1 und ec(zm + §) = A2. Am Minimum des Fehlers zrm + 7
gilt KoPt = £ (1 0); das ist der Eigenvektor zum griéfiten Eigenwert A; der Matrix
C, also spannt K°P' tatsichlich den gréfiten Eigenraum von C auf, K°P* ~ C;. Da
K°P' optimal ist, zeigt der zugehorige optimale Dekodierer in die gleiche Richtung.
Bei Variation des Kodierers pendelt der Wert des Rekonstruktionsfehlers zwischen den
beiden Eigenwerten als Extrema hin und her (siche Abb. 3.6); gilt A\ = A9, so ist der
Fehler konstant. Abb. 3.5 B zeigt die Rekonstruktion von Mustern der Verteilung Px

bei Verwendung der optimalen Kodierung.
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Abbildung 3.6: Der Fehlerwert ec(K(p)) (Gl. 3.73) fiir eine Drehung des Kodierer in der
Ebene (festgelegt durch ¢). Er pendelt zwischen den Eigenwerten A\ = 0.9 und Ay = 0.1 als
Extrema.



Kapitel 4

Experiment

4.1 Einfiihrung

Nachdem wir uns im vorangegangenen Kapitel mit der Optimierung von Kodierer und
Dekodierer an Eindriicke mit gegebener Statistik befasst haben, wollen wir nun den
Adaptationsprozess des Kodes an Anderungen der mittleren Aktivititsverteilung neo-
corticaler Muster untersuchen. Eine solche Anderung kénnte aus dem Zuwachs an Er-
fahrungen oder aus dem Leben in einer komplexeren Umwelt resultieren. Um eine solche
Anderungen sprachlich kiirzer benennen zu kénnen, sagen wir symbolisch, dass ein Tier
in eine andere Umgebung wechselt, in der es neuen Eindriicken, d.h. einer veréinderten
Statistik der Muster, ausgesetzt ist (vergl. auch Abschnitt 3.1.3).

Kommt ein Tier nun in eine unbekannte Umgebung, muss die Kodierung reagie-
ren, um der neuen Situation gerecht zu werden. Wie haben in Abschnitt 3.1.3 moti-
viert, dass es, in Anbetracht der Funktion des Hippokampus als Speicher, sinnvoll sein
konnte, nur neugebildete Neurone an die unbekannten Eindriicke adaptieren zu lassen,
wéhrend die {ibrigen Neurone den Kode bekannter Eindriicke konservieren, i.e. ihre Ge-
wichte stabilisieren. Um zu testen, inwiefern eine derartige Adaptationsstrategie Erfolg
verspricht, entwerfen wir ein “Experiment”, das den Adaptationsprozess schematisiert
und vergleichen sie mit alternativen Moglichkeiten den Kodierer an die neue Umgebung
anzupassen. Insbesondere sind wir natiirlich daran interessiert, ob sich die Strategie,
neue Neurone zu verwenden, gegeniiber einer “gew6hnlichen” plastischen Anpassung
des Kodes ohne Neurogenese behauptet.

Das Experiment besteht im wesentlichen aus einem Umgebungswechsel eines Tieres
aus bekannter in eine unbekannte Umgebung. Dort adaptiert es an die Statistik neuer
Eindriicke. Nach dem Adaptationsprozess wird iiberpriift, ob die Rekonstruktion der
Eindriicke der ersten Umgebung “vergessen” wurde. Diese Vorgéinge werden in drei
Teile gegliedert (Abb. 4.1):

(a) Zunichst befinde sich das Tier in bekannter Umgebung I, in der bestimmte
Eindriicke, i.e. Muster einer Verteilung a € P, (symbolisiert durch Vielecke in
Abb. 4.1), vorherrschen.

32
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(b) Das Tier kommt in eine unbekannte Umgebung II, in der sich die Eindriicke
verdndert haben, d.h. die Muster sind nach einer anderen Statistik verteilt, b € P},

(Kreise in Abb. 4.1). Das Tier adaptiere an die neue Situation.

(c) Abschlieflend werde die Maus mit Eindriicken aus Umgebung I konfrontiert,i.e.
a € P,, jedoch ohne dass eine erneute Anpassung der Kodierung oder Dekodie-

rung geschieht.

Eine Adaptationsstrategie ist im Experiment durch die Angabe von Kodierermatrizen
aus Umgebung I und Umgebung II definiert, denn der Dekodierer strebe stets zum
Optimum (bei gegebener Kodierung) (GIL. 3.21).

Wiéhrend sich also der Dekodierer an die herrschenden Eindriicke der Umgebungen
a € P, bzw. b € P, einstellt, gibt eine Adaptationsstrategie die Wahl der Kodierer
K; und Ky in Umgebung I bzw. Umgebung II vor. Wir schreiben deshalb fiir eine
Adaptationsstrategie S zusammenfassend {Krp; Kir}. Da die Dekodierung sich in Teil (a)
und (b) an die Verteilungen und die jeweiligen Kodierer der Strategien anpasst, ist sie
gegeben durch die zugehérigen Optima (Gl. 3.21), d.h. D; = D°P*(Ky, P,) und Dy =
D°PY(Ky, ) in Umgebung I bzw. Umgebung II. Teil (¢) des Experimentes bewertet die
Fahigkeit einer Strategie, frithere Muster trotz Adaptation effizient zu rekonstruieren.
Die Kriterien zur Auswertung des Experimentes werden im Abschnitt 4.3 ausgearbeitet.

Wir wollen jedoch zunéchst Adaptationsstrategien mathematisch festlegen.

4.2 Mathematische Formulierung der Strategien

4.2.1 Neue Neurone im Adaptationsprozess

Die einfachste Mo6glichkeit Neurogenese im Modell zu realisieren, ist die Erh6hung der
Dimensionalitédt der verborgenen Schicht y (vergl. Abb. 3.2). Obwohl sich dadurch so-
wohl die Zeilenanzahl des Kodierers K als auch die Spaltenanzahl des Dekodierers D
erhoht, werden wir diese vereinfachende Sichtweise der Neurogenese verwenden. Sei-
en dann K; = (kq,... ,an)T und Dy = (dy,...,dy,) die Kodierungs- und Dekodie-
rungsmatrix der ersten Umgebung I (Abb. 4.1). Beide Matrizen werden an a-Muster
angepasst. Der Kodierer sei also auf Verteilung P, optimiert; er spannt daher einen
Eigenraum der Kovarianzmatrix A auf, d.h. es gilt K; ~ A,, (zur Notation vergl.
Gl. 3.63).

Wenn die Maus in eine bis dato fremde Umgebung II wechselt, “passiere” Neu-
rogenese, d.h. nun gelte Kyy = (ki,...,ky ky41,. .. ,an)T und fiir den Dekodierer
analog Dyp = (dy,...,dy,,,dy 41, - .., dyy ). Wir kénnen Kiy als Blockmatrix schreiben,
indem wir die bereits in Umgebung I existenten, “alten” Neurone und die in Umge-
bung II durch Neurogenese hinzukommenden, “neuen” Neurone jeweils zusammenfas-
sen, Kﬁ = (K?IltT K{‘Ie“T>; analog sei Dy = (D%Ilt D?Ieu). Laut unserer Hypothese
(Abschnitt 3.1.3) passen sich neu gebildete Neurone des Kodierers besser an unbekann-

te Eindriicke neuer Umgebungen an als &dltere Neurone. Da Neurogenese hier abrupt
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Teil (a)
Teil (b)
Teil (c)

Abbildung 4.1: Experiment. Auf der linken Seite ist Umgebung I, auf der rechten Seite Umge-
bung II schematisch dargestellt. Teil (a): Die Maus befindet sich in bekannter Umgebung I. Teil
(b): Die Maus ist in Umgebung II, die Statistik der Muster hat sich gedindert, der Hippokampus
ist mit Mustern b € P, konfrontiert (Kreise). Der Hippokampus adaptiert an die verinderte Si-
tuation, Adaptation ist durch die Einfirbung der Maus symbolisiert. Eine Adaptationsstrategie
gibt die Kodierung vor, wihrend der Dekodierer optimal ist. Teil (¢): Aus Umgebung IT wird
die Maus nun in die alte Umgebung I versetzt. Sie hat jetzt keine Zeit Kodierer oder Dekodierer,
die noch an Muster b € P, aus Umgebung II adaptiert sind, erneut auf Muster a € P, aus
Umgebung I zu adaptieren. Hier wird getestet, ob der Adaptationsprozess die Rekonstruktion

F

II

Hy Ny NP

E

I1

O

frither bekannter Muster beeinflusst.
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geschieht, sollen sich vereinfacht die Gewichte der neuen Neurone Kif" an die frem-
den b-Muster der Umgebung II anpassen, wihrend die iibrigen Gewichtsvektoren K%Ilt
unverdndert bleiben. Die alten Neurone kodieren also weiterhin optimal fiir a-Muster.

Wir nehmen an, dass neue Neurone den bestehenden Kodierer um zusétzliche ortho-
gonale Dimensionen erginzen. Damit die Varianz der b-Muster mdéglichst gut kodiert
wird, miissen die Gewichte der neuen Neurone daher die gréfiten Hauptkomponenten
von dem Teil der Verteilung P, lernen, der senkrecht zu den Gewichten der alten Neu-
rone K%I“ steht. Mathematisch heifit das, dass die Gewichte der neuen Neurone K™
die grofite Varianz der Projektion der b-Muster in den Kern von K%Ilt kodieren, i.e.
Pib = (I — DP' (K&t A)K2')b, wegen K* ~ A, . Die Gewichte K" spannen also
den grofiten Eigenraum der Matrix B+ auf, KiU ~ BTJL_II—W/I’ wobei

Bt := P|BP. (4.1)

Wir fithren eine symbolische Bezeichnung fiir die vorgestellte Adaptationsstrategie
mittels Neurogenese S_IEG ein:

SYG . {Kp Ky} ~ {Anl; (AnI,Bj>} , (4.2)

mit g := ny; — n;. Das Symbol L in SEG verdeutlicht die Tatsache, dass die Gewichte
neuer und alter Neurone im Kodierer stets orthogonal zueinander sind.

Gl. 4.2 bedeutet zusammengefasst, dass der Kodierer Ky in Umgebung I n; Neurone
hat und auf a-Muster optimiert ist, K; ~ A, , und zum Kodierer in Umgebung II
g Neurone hinzukommen, die auf B+ optimiert sind, K" ~ B_;}L, wéhrend die alten
Neurone stabil bleiben.

4.2.2 Alternative Adaptationsstrategien

Die Adaptationsstrategie SY¢ (Gl 4.2) besitzt sowohl plastische als auch stabile Ge-
wichte im Kodierer. Die neuen Neurone adaptieren jedoch nicht direkt an die b-Muster,
sondern kodieren eine zu den bestehenden Neuronen senkrechten Teil von b (siche Ab-
schnitt 4.2.1). Eine Alternative ist daher eine Strategie, die mit SJI\_IG identisch ist, mit
Ausnahme davon, dass die neuen Neurone direkt den grofiten Eigenraum von B (anstatt
von B+) aufspannen, also Kir" ~ By. Das hat zur Folge, dass neue und alte Gewichte
nicht senkrecht zueinander stehen miissen, also einen beliebigen Winkel einschlieflen
(symbolisiert durch: Z). Wie nennen diese Strategie deshalb SY:

S2¢: {KuKu) ~ {An; (Any, By} (4.3)

Die Konstanz der Gewichte der alten Neurone im Kodierer hat zur Folge, dass in
den Strategien SY'C und SY¢ (Gl 4.2 und GL 4.3) der Kodierer Ky i.A. nicht auf B
optimal ist. Das liegt an der Zielsetzung der Strategien, denn der Kode der a-Muster
soll moglichst erhalten bleiben. Natiirlich ist es notwendig, dem eine Nullhypothese in

Form einer Adaptationsstrategie gegeniiber zu stellen, die keine Stabilitéit im Kodierer
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aufweist. Erst im Vergleich der Strategien kann man ersehen, wie erfolgreich durch
zusitzliche Neurone der Kode fritherer Eindriicke tatséchlich “gemerkt” werden kann.

Wir nennen diese, sich plastisch verhaltene Strategie S¥
SP o {Kp;Kn} ~ {An; By - (4.4)

Der Kodierer in Umgebung I ist auf a-Muster optimiert, K; ~ A, , wihrend der Kodie-
rer in Umgebung II fiir b-Muster optimal ist, K ~ By,;,. Um die Vergleichbarkeit der
plastischen Strategie SP mit SEG und SEG zu garantieren und Effekte der Neuroge-
nese zu kompensieren, werden wir in S* verschiedene Dimensionalititen der Kodierer
untersuchen (vergl. Tabelle 4.1).

Den plastischen Strategien stellen wir einen Grenzfall gegeniiber, in dem sich die
Gewichte des Kodierers in Umgebung II iiberhaupt nicht verindern; sie bleiben stabil,
d.h. auf a-Muster optimiert:

SS : {K[; KH} ~ {Anl; Anl} (45)

Man erkennt, dass SEG und SEG fiir g = 0 in die Strategie S® iibergehen (vergl. G 4.2
und GI. 4.3).

Als letztes nehmen wir zufillige Kodierungen zum Vergleich mit den iibrigen Stra-
tegien auf. Sie seien mit

SR K, K} ~ {Zn; 20} (4.6)

nit

bezeichnet. Hier wird Kodierung durch zufillig gewéhlten Gewichtsvektoren ausgefiihrt.
In Analogie zur Notation fiir optimale Kodierer (Gl. 3.63) schreiben wir' Ky ~ Z,,, und
K1 ~ Zy,, fiir eine Kodierung bestehend aus n; bzw. ny; zufélligen Vektoren.

Tabelle 4.1 fasst alle in der Durchfithrung des Experiments verwendeten Adaptati-

onsstrategie zusammen.

4.3 Bewertungskriterien

Um den Ausgang des Experiments fiir eine Adaptationsstrategie zu bewerten, stiitzen
wir uns auf die Evaluation des Rekonstruktionsfehlers. Durch eine Adaptationsstrategie
werden die Kodierer Ky und Kj; vorgegeben (siehe Abs. 4.2). Die Dekodierungsmatrizen
sind dann durch die jeweiligen Optima D; = D°*(Kj, A) bzw. D;; = DP'(Kj;, B)
gegeben (siehe Abschnitt 4.1). Wir werden im Experiments die Plastizitat, d.h. die
Féhigkeit zur Adaptation, und die Stabilitit des Kodes nach Adaptation bewerten.

4.3.1 Plastizitit

Das Tier ist in den Abschnitten (a) und (b) des Experiments genau einer Sorte Ein-

driicke ausgesetzt. Die Giite der Adaptation wird daher vom Rekonstruktionsfehler fiir

!Sie spannen sozusagen den groBten Eigenraum einer zufilligen Kovarianzmatrix Z auf.
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Art der Strategie

K;

Kp

Erklarung

SR

Zy

Zufallige Wahl der Kodierung in Umgebung I und
Umgebung II mit ¢ Neuronen. Die Vektoren werden
in jeder Umgebung neu generiert.

SR

Zy

!
Zl+g

Zufallige Wahl der Kodierung in Umgebung I und
Umgebung II. Die Dimensionalitit des Kodierers in
Umgebung IT wird um ¢ auf n; + g Neurone erhoht,
jedoch erneut zufillig gewahlt.

SR

Zl+g

/
Zg-q-g

zufillige Kodierung in beiden Umgebungen, ¢ + ¢
Vektoren.

SP

Plastizitét ohne Stabilitdt. Kodierer (mit ¢ Neuro-
nen) adaptiert vollstiindig an die Eindriicke b aus
der neuen Umgebung II.

SP

B£+g

Plastizitéit ohne Stabilitét. Der Kodierer (mit £ Neu-
ronen) wird in Umgebung II um weitere g Neurone
ergédnzt, es adaptieren alle Neurone b-Muster.

SP

Beyyg

Plastizitét ohne Stabilitit. Kodierer (mit ¢ + g Neu-
ronen) adaptiert vollstéindig an die Eindriicke b aus
Umgebung II.

Stabilitdt ohne Plastizitdt. Kodierer (mit ¢ Neuro-
nen) bleibt als ganzes in neuer Umgebung II un-
veréndert.

NG
Sé

(Ala Bg)

Stabilitdt und Plastizitdt. Wihrend die Gewichte der
¢ Neurone des Kodierers aus Umgebung I in Umge-
bung II beibehalten werden, adaptieren g neu hinzu-
kommende Neurone an die Eindriicke b aus Umge-
bung II.

SNG

(A¢,By)

Stabilitit und Plastizitdt. Wahrend die Gewichte der
{ Neurone des Kodierers aus Umgebung I in Umge-
bung II beibehalten werden, adaptieren g neu hinzu-
kommende Neurone an den Teil der b-Muster, wel-
cher orthogonal zu den ¢ stabilen Gewichtsvektoren
ist.

Tabelle 4.1: Adaptationsstrategien zum Experiment. In Umgebung I gibt es Muster a € P,

(mit Kovarianzmatrix A) in Umgebung IT &ndert sich die Statistik der Eindriicke zu b € Py, (mit
Kovarianzmatrix B) (vergl. Abb. 4.1). Zur Notationsweise vergl. Gl. 3.63 und Abschnitt 4.2.




KAPITEL 4. EXPERIMENT 38

Muster der jeweiligen Verteilung P, bzw. Py, erfasst (mit Kovarianzmatrix A bzw. B).
Wir verwenden zur Bewertung in Teil (a) bzw. (b) deshalb den optimalen Rekonstruk-

tionsfehler unter Nutzung der jeweiligen Kodierung der Strategie (Gl. 3.35):
(a‘) 8A(KI) = 6(K1a Dopt (Kla A)a A)

(b) 8B(KH) = E(I{H,DOPt (KH, B),B)

4.3.2 Stabilitét

In Teil (c) des Experiments fragen wir nach der Stabilitdt des Kodes, d.h. nach dem
Bekanntheitsgrad fritherer a-Muster nach Adaptation an b-Muster. Dies misst folgender

Rekonstruktionsfehler, den wir zunéchst definieren
€A|B(K) = E(K,DOpt(K,B),A) (47)

Die Bezeichnung £ g soll andeuten, dass nach der Adaptation an b-Muster, der Re-
konstruktionsfehler fiir a Muster ausgewertet wird (mit gleichem K). Oder angelehnt
an die Sprechweise fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten: “Rekonstruktionsfehler der a-
Muster gegeben den fiir b-Muster optimalen Dekodierer”.

Den Rekonstruktionsfehler 5 g werden wir zur Auswertung des Teils (c) benutzen
(es ist D = Dopt (KH, B))

(c) eaB(Kn) = ¢ (K, D, A)

Das Fehlermafl misst im gewissen Sinne den Bekanntheitsgrad der Muster, mit denen
das Modell konfrontiert wird. Sein Wert wiirde am kleinsten sein, nédmlich gleich dem
optimalen Rekonstruktionsfehler €4 (Kjp), wenn die Dekodierung auf A anstatt auf B

optimiert wire.

Abrufen von Speicherinhalten

Explizite Speicherung ist in unserem einfachen Modell nicht integriert, vielmehr nimmt
es an, dass Muster im kodierter Form y = Kx gespeichert werden (vergl. Abb. 3.4).
Trotzdem wollen wir untersuchen, ob die vorgestellten Adaptationsstrategien prinzipiell
in der Lage wiren, die Anforderungen der Speicherung gerecht zu werden.

Nehmen wir an, das aus Umgebung I stammende Tier befindet sich in Umgebung 11
(Teil (b)). Da die Aktivitdt der verborgenen Schicht in unserem Modell gleich der im
Hippokampus gespeicherten Information ist, wiirde ein a-Muster aus Umgebung I in
der Form y = Kja gespeichert sein. In Umgebung IT werden die Gedéichtnisinhalte aus
Umgebung I mit der adaptierten Dekodierung D1y abgerufen; die Rekonstruktion eines
gespeicherte a-Musters lautet daher D Kja.

Wenn wir annehmen, dass alle Eindriicke aus Umgebung I gespeichert werden,

kénnen wir die Giite der Wiederherstellung gespeicherter Information (aus Umgebung I)
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als den mittleren Rekonstruktionsfehler von a € P, mit Nutzung von K als Kodierer
und Dy; = DPY(Kyp, B) als Dekodierer benennen:

naB = ¢ (K, Dy, A) (4.8)

Es ist klar, dass die Wiederherstellungsqualitidt dann optimal ist, also n o|gp minimal,
wenn der Dekodierer aus der Umgebung I benutzt wird, um die gespeicherte a-Muster
zu rekonstruieren (Dy anstatt Dy in Gl. 4.8). Dann entspricht 1 ojg dem optimalen
Rekonstruktionsfehler € (Kj) (siehe Gl. 3.35); die Rekonstruktion der Speicherinhalte
wire optimal. Eine gute Wiederherstellung der gespeicherten Muster erfordert also
moglichst unveridnderte Gewichte im Dekodierer.

Sollte sich die Dimensionalitdt der verborgenen Schicht durch Neurogenese ver-
groflern, dndert die Dekodierungsmatrix ihre Gestalt. Das hat zur Folge, dass die Ma-
trixmultiplikation DKy (Gl. 4.8) dann nicht definiert ist. Physiologisch beschrinkt
sich Neurogenese jedoch auf die Gyrus dentatus. Um die Neurogenese auf die Kodierung
zu einzugrenzen, wire es notwendig, eine zusétzliche Verbindung zwischen Kodierung
und Dekodierung zu etablieren. Um jedoch nicht von der wesentliche Anforderung der
Speicherung, ndmlich der Stabilitdt des Dekodierers, durch ein komplizierteres Modell
abzulenken, beschrinken wir uns darauf, die Stabilitdt der “alten” Neurone im Deko-
dierer zu testen (siche Abs. 4.2.1), wenn sich die Dimensionalitit des Kodierers bei

einer Strategie in Umgebung II dndern sollte:

NAB=¢ (KI, D', A) : (4.9)

4.4 Definition der Verteilungen

Um das Experiment fiir verschiedene Strategien numerisch berechnen zu kénnen, miissen
wir zunéchst die durch die Umwelt ausgelosten Wahrscheinlichkeitsverteilungen neocor-
ticaler Aktivitdt P, und P, konkretisieren. Da iiber “wahre” Statistik der Feuerraten
so gut wie nichts bekannt ist, miissen Annahmen gemacht werden. Dies wird dadurch
erleichtert, dass die zur Auswertung des Experimentes verwendeten Fehlermafle nur von
der Kovarianzmatrix der Verteilungen abhingen (Gl. 3.15). Die Verteilungen P, und
Py, konnen daher 0.B.d.A. als n-dimensionale Normalverteilungen angesehen werden.
Wir haben schon weiter oben (Abschnitt 3.2.2) darauf hingewiesen, dass die Vertei-
lungen zusétzlich mittelwertfrei sind: die Neurone verarbeiten nur die Fluktuation um
einen Mittelwert. Nach diesen Vorgaben reicht es aus, die Kovarianzmatrizen A und B
der Verteilungen P, und P, zu spezifizieren. Es ist konzeptionell wichtig einzusehen,
dass ein Eigenvektor der Kovarianzmatrix die Varianz der Feuerraten einer Kombina-
tion von Neuronen darstellt; dasselbe gilt fiir den Begriff “Richtung”, i.e. ein Vektor
im Raum der Feuerraten der EC-Neurone R". Da die Wahl des Koordinatensystems
jedoch willkiirlich ist, seien die Hauptkomponenten der Verteilung P, aus Griinden der
Ubersichtlichkeit gerade die Koordinatenachsen,

A = diag(p1, ..., pin)- (4.10)
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Wir nehmen an, dass nur ein kleiner Teil der Varianz der EC-Neurone zum Speichern
relevante Informationen mit sich fithrt. Entscheidend iiber die Relevanz ist die Stérke
der Fluktuation dieser Neurone, i.e. die Gréfle des zur Hauptkomponenten gehoérigen
Eigenwertes. Abgesehen von den wenigen grofien Eigenwerten, welche die relevante
Information tragen, sei die Varianz in den iibrigen Richtungen gleichverteiltes, irrele-
vantes “Rauschen”, d.h. diese Richtungen weisen gleichméflig kleine Eigenwerte auf.
Dabei verstehen wir “Rauschen” nicht im eigentlichen Sinne als statistische Fluktua-
tionen um “wahre” Muster x, welche aufgrund eines gestorten Signalweges entstehen.
Vielmehr sind es die feinen Details, die die einzelnen Muster unterscheiden, welche
sich statistisch in einem “Rauschen” duflern. Das “Rauschen” ist die Ahnlichkeit oder
Redundanz der Muster, wogegen die relevanten Informationen die wesentlichen Unter-
scheidungsmerkmale der Eindriicke einer Umgebung sind. Diese Annahmen iiber die
Art des Spektrums stehen im Einklang mit unserer Modellvorstellung. Denn um eine
Redundanzreduktion (siehe Abs. 3.1.3) durchfithren zu kénnen, muss die Information
auch redundant sein.

Wir wéhlen zunichst wie beschrieben das Spektrum der Kovarianzmatrix A der

Umgebung I:
Lexp(—7(1—1)), i <mny
i = 71 P( ( )) = Tlinfo (4‘11)
—Q
Ey—— sonst.

Wobei v := 23?260_1 exp(—7 7) eine Normierungskonstante und 0 < o <1, 7 € R und
Ninfo € N, Parameter sind. Das Spektrum ist so gewéhlt, dass der Anteil o der Varianz
expounentiell auf die ersten ni,g, Dimensionen und der restliche Teil 1 — « gleichméfig
auf die iibrigen Eigenrichtungen aufgeteilt ist. Ersteres ist die relevante Information

letzteres “Rauschen”. Es gilt auflerdem
n
SpA =) pui=L1 (4.12)
i=1

Abb. 4.2 zeigt das Spektrum mit Parametern, die bei Durchfithrung des Experiments
verwendet werden (Tab. 4.2).

Muster b € P, aus Umgebung II seien in anderen Aspekten redundant und rele-
vant als a € P,. Wir nehmen jedoch an, dass das Spektrum beider Kovarianzmatrizen
identisch ist. Mit diesen Annahmen kénnen wir B als rdumliche Drehung von A inter-
pretieren. Es sei also:

B(R) = RTAR, (4.13)

wobei R eine Rotationsmatrix (orthogonale Matrix mit detR = 1) ist, R € R, :=
{RIRTR =1, und detR = 1}. Nach Gl. 4.13 besitzen beide Kovarianzmatrizen also
identisches Eigenwertspektrum; die Eigenvektoren von B sind gegeniiber denen von
A lediglich im Raum gedreht. Um die Unabhéngigkeit von speziellen Drehungen zu
gewéhrleisten, werden wir im Experiment iiber verschiedene Drehungen R € R, mit-

teln.
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Abbildung 4.2: Geordnete Eigenwerte der Kovarianzmatrizen A und B, welche fiir die Ergeb-
nisse in den Tabellen 4.2 und 4.3 verwendet wurden. 7 = 0.2, n = 60, & = 2/3, Ninro = 15.
Die ningo = 15 ersten (und groBten) Eigenwerte tragen die relevante Information, zusammen-
genommen « = 2/3 des Spektrums, wihrend die iibrigen als “Rauschen” interpretiert werden;

das sind die restlichen 1/3 des Spektrums.



Rekonstruktion | Rekonstruktion | Rekonstruktion | Wiederherstellung || Mittelwert

Teil (a) Teil (b) Teil (c) gesp. Muster
Strat. | {Ki; Ky} A (eB) (eaB) (naB) ¥
Sk {Z; 7} 0.53 (0.01) 0.53 (0.02) . 0.91 (0.03) . 1.51 (0.07) . 0.87 (0.03)
Sk {Z43Z2+g} 0.53 (0.01) 0.44 (0.01) . 0.81 (0.03) . 1.91 (0.14) . 0.92 (0.05)
SR {zﬂg; z, +g} 0.44 (0.01) 0.44 (0.01) . 0.81 (0.03) . 1.67 (0.09) . 0.84 (0.03)
SP {Ay; By} 0.33 (0.00) 0.33 (0.00) . 0.75 (0.01) . 1.65 (0.05) . 0.77 (0.02)
SP {A; By} 0.33 (0.00) 0.30 (0.00) . 0.67 (0.02) . 1.65 (0.05) . 0.74 (0.02)
SP {Arig;Brig} 0.30 (0.00) 0.30 (0.00) . 0.67 (0.02) . 1.69 (0.05) . 0.74 (0.02)
S5 {Ag; Ag} - 0.33(0.00) 0.53 (0.02) . 0.77 (0.05) . 0.77 (0.05) . 0.60 (0.03)
SNG {As (A, By)} 0.33(0.00) 0.36 (0.01) 0.41 (0.01) | =] 0.56 (0.03) | | 0.42 (0.01)
SyG {A (AeByA) [ 0.33(0.00) 0.36 (0.01) 0.41 (0.01) 0.45 (0.01) 0.39 (0.01)

Tabelle 4.2: Vergleichstest (n = 60, £ = 15,9 =5, 7 = 0.2, o = 2/3). Zeilenweise sind die Ergebnisse der Adaptationsstrategien aufgelistet.
Spaltenweise sind verschiedene Fehlermafle angeordnet (genaueres im Text). Es wurde iiber 5000 zufiillige Rotationen R € Rgo gemittelt
(und iiber K in S%®), Standardabweichungen sind angegeben. Die Auswahl der Rotationsmatrizen R ist fiir jede Strategie identisch.
Spannt ein Dekodierer einen Eigenraum einer Verteilung auf, z.B. K ~ Ay, werden die grofiten Eigenvektoren als Spaltenvektoren des
Kodierers verwendet. Damit sind diese Kodierer orthonormiert (vergl. dazu Tab. 4.3). In Strategien S® wird K stets neu generiert (in
[0,1) gleichverteilte Matrixeintriige werden normiert). Alle Zahlen wurden numerisch berechnet, auch wenn ein analytischer Wert existiert
(vergl. Text). Die Grauwertkéstchen verdeutlichen das Abschneiden einer Strategie, indem der Grauwert proportional zum Fehlerwert
steigt, i.e. dunkler wird. Das Késtchen ist weifl, wenn der Fehlerwert bei 1/3 (oder darunter) liegt und schwarz, wenn er iiber 1 steigt. Ist
gerade die relevante Information kodiert, wird der Wert 1/3 angenommen werden (wegen « = 2/3). Dagegen gleicht ein Wert von 1 dem

Fehlerwert, der im Grenzfall Rg K = 0 erzielt wird, also dann, wenn iiberhaupt keine Kodierung existiert (wg. Sp A = SpB =1).




Rekonstruktion Rekonstruktion Rekonstruktion Wiederherstellung || Mittelwert

Teil (a) Teil (b) Teil (c) gesp. Muster
Strategie {K;; K1} EA (eB) (eaB) (namB) 2
SR [/ {zug;z'ﬂg} T 044001 | [ 0.44 (0.01) . 0.81 (0.03) . 1.67 (0.09) . 0.84 (0.03)
St | {Zh Ty | T 044000 | [ 0.44 (001) W oo oo | Lo | 0T 0
stz {As;Boig} 0.33 (0.00) 0.30 (0.00) . 0.67 (0.02) 5-10° (2-107) —
St | {As;Boig} 0.33 (0.00) 0.30 (0.00) . 0.67 (0.02) 3-10° (7-10°) —
SP 1| {A;Brig} 0.33 (0.00) 0.30 (0.00) . 0.67 (0.02) . 1.67 (0.07) . 0.74 (0.02)
SP | LIE | {AsBrig} 0.33 (0.00) 0.30 (0.00) . 0.67 (0.02) . 1.65 (0.05) . 0.74 (0.02)

Tabelle 4.3: Vergleichstest (n = 60, £ = 15,9 = 5, 7 = 0.2, a = 2/3). Identische Versuchsdurchfithrung wie in Tab. 4.2, nur der
Ubersicht halber in gesonderter Tabelle aufgefithrt. An die Gewichtsvektoren der Kodierer sind zusitzliche Bedingungen gekniipft. Z:
beliebig ausgerichtete Vektoren, L: orthogonale Vektoren, | - |: normierte Vektoren, E Eigenvektoren. Man erkennt, dass Teil (a)—(c) des
Experiments, in Ubereistimmung mit der Theorie (GL. 3.62) nicht von der Art der Basis des durch den Kodierer aufgespannten Raums
abhiingt. Fiir orthogonale Kodierer ist die Wiederherstellungsqualitit gespeicherter Muster sehr viel besser als fiir nicht orthogonale. Der
optimale Dekodierer wird fiir S¥ Z durch den Anpassungsprozess extrem verzerrt. (S* Z: in [0,1) gleichverteilte Linearkombinationen der
Eigenvektoren des Eigenraums. S®: in [0,1) gleichverteilte Eintriige).
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4.5 Auswertung

44

Die Bewertungskriterien sind in Tabelle 4.4 zusammengefasst. Alle verwendeten Adap-

tationsstrategien sind in Tabelle 4.1 aufgelistet und kurz erliutert. Tabelle 4.2 schlief3-

lich zeigt die Ergebnisse des Experimentes fiir die Parameter der Verteilungen n = 60

(Dimension EC), 7 = 0.2 (Form des Spektrums), & = 2/3 (Aufteilung relevanter / red-

undanter Varianz) und ning = 15 (Anzahl relevanter Dimensionen) (vergl. Abb. 4.2),

und der Strategien £ = 15 (Neurone in Umgebung I) und ¢ = 5 (Anzahl neuer Neurone

in Strategien mit Neurogenese) (vergl. Tab. 4.1).

‘ Teil ‘ Umg. ‘ Kov. ‘ Kodierer ‘ Dekodierer

‘ Auswertung

(a) I A K; D; = D' (K, A) ea = ¢ (K, D" (K, A) , A)

(b) II | B(R) K Dy = D (K1, B(R)) | (¢B) = (¢ (K1, D1, B(R)))ger,

(c) I A K Dy = D' (K, B(R)) | (caB) = (¢ (Ki1,Di, A))ger,
Wdh. | II | A K; D = D (Ki1,B(R)) | (naB) = (¢ (Ki,Di, A))ger.,

Tabelle 4.4: Zusammenfassung des Experiments einer Strategie S = {K;Kj}. Die Kovari-
anzmatrizen A und B(R) sind in Abschnitt 4.4 spezifiziert.

Bevor wir auf die Ergebnisse im Detail eingehen, wollen wir einige allgemeine Fest-

stellungen formulieren. Wenn nichts Gegenteiliges gesagt wird, beziehen wir uns im
Folgenden auf die Tabelle 4.2.

e Zufillige Kodierer verursachen einen grifleren Rekonstruktionsfehler als opti-

mierte Kodierer. Dies ist ersichtlich aus Vergleich zwischen Strategien S® mit

S* in Teil (a) und (b). Obwohl die Aussage trivial erscheint, ist die Konsequenz

aus ihr bedeutend. Denn damit lohnt sich eine Adaptation des Kodierers an die

Statistik der Muster im Vergleich zu einer zufilligen Kodierung.

e Je mehr Vektoren zur Kodierung genutzt werden, desto besser die Rekonstrukti-

on. In der Ableitung des Rekonstruktionsfehlers fiir ein optimales K wurde dies
bereits demonstriert (Gl. 3.65), ein Blick auf Tab. 4.2 bestétigt die theoretischen
Resultate. Man sieht den Effekt z.B. im Vergleich von Strategie {A;; B/} mit
{Ar4¢;Betg} (1. und 2. Spalte). In der einen werden ¢ Dimensionen zur Kodie-

rung genutzt, in der anderen £ + g Neurone.

Ob neue Neurone tatséichlich relevante Information kodieren, entscheidet die Struk-

tur der Verteilung. Nach unserer Wahl der Parameter ist dies fiir die Strategien

mit K; ~ Ay 4 oder Kjj ~ Byyg nicht der Fall, denn es ist ni,r, = £. Da also £

Neurone bereits die relevante Varianz auffangen, kodieren hinzukommende Neuro-

ne zwangsliufig “Rauschen” (siehe Abs. 4.4). Es werden dann zwar mehr Details

der Muster kodiert, die komprimierte Darstellung y an der verborgenen Schicht

wird dadurch jedoch moglicherweise unnotig aufgebliht. Wire dagegen ningo > £
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gewihlt, wiirden ¢ Neurone im Kodierer relevante Information vernachlissigen,

die durch zuséatzliche Neurone kodiert werden konnte.

e Durch den Anpassungsprozess an die b-Muster wird der Kode der a-Muster in al-
len Strategien verdndert Der “Bekanntheitsgrad” der a-Muster (Teil (c), 3. Spal-
te), sowie die Wiederherstellung gespeicherter Muster (4. Spalte) hat sich nach
Adaptation in Umgebung II gegeniiber Umgebung I (Teil (a), 1. Spalte) in allen
Strategien verschlechtert.

e Orthogonalitdt der Gewichtsvektoren des Kodierers ist fir die Wiederherstellungs-
qualitat gespeicherter Muster entscheidend. Obwohl in den Teilen (a) bis (c) die
Orthogonalitit des Kodierers keine Rolle spielt (Tab. 4.3), sind die Fehlerwerte
der Wiederherstellungsqualitit 17 5 |g fir nicht orthogonale Kodierer durchgehend
hoher (siehe Tab. 4.3, aber auch 0.56 gegeniiber 0.45 fiir SEG bzw. SEG in Tab. 4.2,
4. Spalte).

e Die Adaptationsstrategie mittels Neurogenese Sj_VG wird am ehesten den Anfor-
derungen des FExperiments gerecht. Im Mittel iiber die vier Bewertungskriterien
hat die Strategie ST¢ den kleinsten Wert (0.39). Sie erfiillt demnach am besten
die Erfordernisse nach Anpassung an b-Muster und Konservierung des Kodes be-
kannter a-Muster. Plastische Strategien ST sind zwar innerhalb einer Umgebung
vorteilhaft, “vergessen” bei der Anpassung jedoch die Kodierung fritherer Muster
(vergl. 2. Spalte mit 3. und 4. Spalte in Tab. 4.2).

4.5.1 Teil (a)

In Teil (a) des Experiments (Abb. 4.1) wurde der mittlere Rekonstruktionsfehler von
a-Mustern ausgewertet, hierbei wurden K; und D; = D°P*(Kj, A) benutzt.

Weil im Experiment ¢ = nj,g, gewédhlt wurde (Abb. 4.2), erfassen die ¢ Gewichts-
vektoren der Strategien mit K; ~ Ay oder Ky ~ By die relevante Information in
Umgebung I bzw. Umgebung II. Denn diese Kodierer spannen den grofiten Eigenraum
der jeweiligen Kovarianzmatrix auf, und kodieren damit alle nj,¢, relevanten Dimensio-
nen, i.e. die grofiten Hauptkomponenten (vergl. Definition der Kovarianzmatrizen , Ab-
schnitt 4.4). Da a = 2/3 der Varianz durch die nj,g = 15 grofiten Hauptkomponenten
der Verteilungen iibertragen wird, ist der theoretische Wert des Rekonstruktionsfehler
dieser Strategien 1/3 (Gl. 3.64). Die numerischen Fehlerwerte stimmen damit {iberein
(vergl. Tab. 4.2).

Spannt der Kodierer einen hoher dimensionalen Eigenraum auf als durch die Zahl

der relevanten Dimensionen nins, = 15 vorgegeben, Ki ~ A4, kodieren die g = 5

zusitzlichen Neurone “Rauschen”, d.h. Eigenrichtungen mit Eigenwert ni;iﬂ) =1/135
(Gl. 4.11). Dadurch ist der Rekonstruktionsfehler um ¢/135 ~ 0.037 geringer als 1/3.
So erklirt sich der Wert von 0.30 (1. Spalte).

Bei zufilliger Wahl des Kodierers in den Strategien S® ist der Rekonstruktionsfehler

geringer als man auf den ersten Blick erwarten wiirde, denn der Wert 0.53 fiir Ky ~ Z;
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steht im Gegensatz zur folgender Abschéiitzung. Auf jede Dimension fallen durchschnitt-
lich 1/n = 1/60 des Spektrums ab, so dass ¢ = 15 Neurone 15/60 = 0.25 Prozentpunk-
te kodieren und somit ein Rekonstruktionsfehler von 0.75 iibrig bleiben sollte (wg.
SpA = SpB =1). Diese Uberschlagsrechnung geht jedoch filschlicherweise davon aus,
dass der kodierte Teil der Verteilung durch den Dekodierer aus der niedrigdimensionalen
Darstellung (der verborgenen Schicht) in den Ursprungsraum R"” unveridndert zuriick
projiziert wird (Annahme Bild D°P' = Bild K”', siehe Abschnitt 3.2.4). Dies trifft i.A.
nicht zu. Vielmehr resultiert der bessere Wert 0.53 aus der Nutzung der Korrelation
des kodierten Raumes mit anderen Richtungen starker Varianz (siehe Abschnitt 3.2.4
und Abschnitt 5.3.1).

4.5.2 Teil (b)

Die Kovarianzmatrix B der Verteilung P, hat das gleiche Eigenwertspektrum wie A aus
Umgebung I. Der Rekonstruktionsfehler ist fiir die plastischen Strategien ST und den
Strategien S® daher in Teil (b) identisch zu Teil (a), sofern die gleiche Dimensionalitét
des Kodierers verwendet wird. Man sieht, dass sich die Fehlerwerte entsprechen, z.B.
0.33 fiir K; ~ Ay und Ky ~ By oder 0.44 fiir K; ~ Zp; 4 und Kyj ~ Zp .

Die Verminderung des Rekonstruktionsfehlers bei ¢ = 5 zusétzlichen Neuronen ist
in {Z;Z¢4 4} stérker ausgeprigt, als es in der plastischen Strategie {Ay; By 4} der Fall
ist (0.09 gegeniiber 0.03). Dies hingt damit zusammen, dass mit K; ~ A, bereits
alle relevanten Dimensionen, und damit die grofiten Eigenvektoren, kodiert werden,
in K; ~ Z, dagegen i.A. nicht. Im letztgenannten Fall ist im Mittel mehr zusétzliche
Information da, welche ergénzend kodiert werden kann.

Interessanter ist das Verhalten der Strategien, welche Gewichtsvektoren aus Umge-
bung I konservieren und héchstens ein Teil ihrer Neurone an Umgebung II anpassen;
das sind S5, SEG und SJI\_IG. Wird keine Adaptation an b-Muster durchgefiihrt, haben
die Gewichtsvektoren des Kodierers keinen Bezug zu den relevanten Dimensionen in B,
weil B gegeniiber A beliebig gedreht ist. Anstatt Kp stabil zu halten, lassen sich deshalb
genauso gut zufillige Vektoren zur Kodierung benutzen, was am Vergleich Ky ~ Z;
(S®) und K1 ~ Ay (S%) deutlich wird: beide haben den Fehlerwert 0.53 (2. Spalte).

Der Rekonstruktionsfehler der b-Muster liegt in der Strategie SY¢, mit Ky ~
(Ag,By), bei 0.36, sie adaptiert in Umgebung II damit nur etwas schlechter als die
plastischen Strategien S¥ mit Ky ~ By, obwohl statt £ = 15 (in S¥) nur ¢ = 5
(in SYY) Neurone zur Adaptation an Umgebung II genutzt werden. Dies hat seinen
Grund an der exponentiellen Form des Spektrums fiir die n;,g, relevanten Dimensionen
(Abb. 4.2, Gl. 4.11). Daher kodieren g = 5 plastische Neurone, K| ~ B, einen Anteil
von 25:1 %exp(—T(i — 1)) = 0.443 der Summe des Spektrums. Fiir die iibrigen ¢ =
15 Neurone in SY¢ gilt K&t ~ A, sie kodieren daher durchschnittlich etwa (1 —
0.443)/(n — Mingo)? =~ 0.187. Der Rekonstruktionsfehler sollte demnach ungefihr bei
0.37 liegen. Auch hier kénnen die alten Neurone die Kovarianz ausnutzen, da sie i.A.

keinen Eigenraum von B aufspannen (Abschnitt 3.2.4), um den Rekonstruktionsfehler
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weiter zu verbessern. Da das Spektrum der Eigenwerte ohne die groiten g = 5 relativ
gleichformig sind (vergl. Abb. 4.2), ist die erzielte Verbesserung auf 0.36 allerdings
gering.

Die Rechnung zeigt, dass Strategien mitunter andere Details der Muster zur Ko-
dierung auswéhlen, als es unserer Einteilung in irrelevante und relevante Information,
gemessen an der Grofle der Eigenwerte, entspricht (vergl. Abschnitt 4.4). Das dies nur
eine Verschlechterung um 0.03 (S¥ gegeniiber SEG) nach sich zieht, liegt wiederum an
dem relativ gleichverteilten Spektrum, wenn man die ersten 5 Eigenwerte nicht beriick-
sichtigt: zwischen den letzten relevanten Dimensionen (z.B. 10 — 15 in Abb. 4.2) und
den irrelevanten Dimensionen (15 — 60 in Abb. 4.2) besteht nur ein geringer Unter-
schied in der Grofle des Eigenwerte. Bei den verwendeten Parametern des Spektrums
(insbesondere 7 = 0.2, Gl 4.11), konnte man deshalb nidherungsweise die ersten 5
Hauptkomponenten als alleinig relevant kategorisieren.

Dass SEG und SEG den gleichen Rekonstruktionsfehler aufweisen, obwohl die neuen
Neurone einerseits orthogonal zu den alten Neuronen stehen, also auf B+ optimiert
sind (SYY, Gl 4.2), und andererseits die groften Hauptkomponenten von B lernen
(SEG, Gl. 4.3), kann man durch die geringe Anzahl relevanter Dimensionen erkliren
(ninfo = 15 gegeniiber n = 60). Deshalb ist es sehr wahrscheinlich, dass durch Drehung
der Kovarianzmatrix B ihre g = 5 grofiten Hauptkomponenten orthogonal zu K‘ﬁlt sind.
Da B+ die Projektion von B auf den Kern von K& beschreibt (Gl. 4.1), sind dann die

Gewichtsvektoren K" beider Strategien nahezu identisch.

4.5.3 Teil (c)

Im Teil (c¢) wurde auf Verdnderungen des Kodes friitherer Eindriicke getestet, indem
der “Bekanntheitsgrad” der a-Muster nach Adaptation an b-Muster gemessen wurde.
Hier rekonstruieren also Kodierer Ky und der auf B optimale Dekodierer a-Muster. Im
Unterschied zu den ersten beiden Teilen des Experiments ist der Dekodierer damit nicht
auf die aktuelle Umgebung optimiert, denn der optimale Dekodierer ist i.A. abhingig
von der Verteilung (GL. 3.21).

Man erkennt, dass die Strategien SEG und SEG den Kode der a-Muster zumindest
teilweise bewahren. Dennoch ist die Rekonstruktion der a-Muster nach dem Adapta-
tionsprozess im Mittel deutlich schlechter als sie es vorher war (0.41 gegeniiber 0.33).
Obwohl auch die Strategie S S mit K1 ~ Ay ebenso viele Neurone stabil belisst wie SEG
und SYC | ist die Rekonstruktion in (c) sehr viel schlechter (0.77 gegeniiber 0.41). Die
Stabilitit des Kodierers alleine erreicht offensichtlich nicht, dass frithere Muster nach
Adaptation des Dekodierers an neue Eindriicke bekannt bleiben; der Einbau zusétzli-
cher, plastischer Neurone scheint dagegen die Bewahrung ihres Kodes zu fordern.

Mit Ausnahme von SEG und SEG wirkt sich der suboptimale Dekodierer fatal auf
die Rekonstruktion aus. Interessanterweise ist der Fehlerwert fiir Kip ~ A, (S°) mit
0.77 sogar grofer als fiir Kyp ~ By (SY), welcher 0.67 betrigt. Immerhin ist die Rekon-
struktion in der stabilen Strategie S5 etwas besser als der Wert bei fiir eine zufilliger
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Kodierung S® (0.77 gegeniiber 0.91).

Bei Strategien mit Ky ~ By, das sind die plastischen Strategien S¥ (vergl. Ta-
belle 4.1), lidsst sich der “Bekanntheitsgrad” aus Teil (¢) analytisch berechnen. Dann
ist nimlich Py = (I — DKr) symmetrisch, weil Kodierer Kj; und Dekodierer Dyg
gleichermafien auf Verteilung P}, optimiert sind (Gl. 3.26), und es folgt (vergl. Ab-
schnitt 4.4)

[GL. 4.7] <€A|B>R6Rn = <sp ((pH>Tf»HA>>
ReR,
[PHPH = f’[[] = Sp <<pH>ReR A> (414)

Es ist leicht einzusehen, dass durch Drehung der Eigenvektoren von B(R\) in alle mogli-
chen Richtungen Py im Mittel einer Matrix W mit geweitem Spektrum entspricht.
Denn f’H ist eine Projektionsmatrix auf den Kern von Kjj und besitzt deshalb genau
dim Kern Ky; = n — ny; Eigenwerte mit Wert 1, wihrend die iibrigen gleich Null sind.
Dadurch sind alle Eigenwerte der geweifite Matrix W identisch \; = *=—*1. Es ergibt

sich somit aus Gl. 4.14 ein einfacher Ausdruck:

n—n o n —niI
[W = z=nu ] <€A|B>Pbe7> = SpA
[SpA = 1] -1 (4.15)
n

Rechnet man die Werte fiir Ky ~ By, mit njy = £ = 15 und n;p = £ +¢g = 20
nach (n = 60), erhiilt man 3/4 bzw. 2/3 in Ubereinstimmung mit den numerischen
Resultaten in Tabelle 4.2.

4.5.4 'Wiederherstellung gespeicherter Muster

Das Fehlermafl n o;g bewertet die Giite der Dekodierung gespeicherter Muster nach
dem Adaptationsprozess.

Es zeigt sich ein dhnliches Bild wie in Teil (¢): mit Ausnahme der Strategien S}
und SJI\_IG ist die Rekonstruktion gespeicherter Muster fatal, man sieht es an den hohen
Fehlerwerten (4. Spalte in Tab. 4.2). Die Werte liegen sogar deutlich iiber 1; wiirde
keine Kodierung verwendet werden, also Rg K = 0, wére der der Wert des Rekonstruk-
tionsfehler genau 1 (wg. SpA =SpB =1).

Man kann die Beobachtung machen, dass, im Gegensatz zur Situation im Kodie-
rer, mehr Neurone im Dekodierer die Rekonstruktion sogar verschlechtern, zu sehen an
{Ze; 2} gegeniiber {Zgyg;Z), ,} (1.51 bzw. 1.67). Dass die Werte sich fiir die Strategi-
en {Agy; By} und {Apy;Bryy} unterscheiden (kénnten) (1.65 gegeniiber 1.69), obwohl
beides Mal Kjy ~ By, gilt, liegt daran, dass n ojg nur die Abweichung der alten Neu-
rone im Dekodierer beriicksichtigt (Gl. 4.9); die Anzahl der alten Neurone ist wegen
Ki ~ Ay bzw. Kj ~ Ay44 in beiden Strategien unterschiedlich. Dass diese Werte sich
nur sehr wenig (wenn iiberhaupt signifikant) unterscheiden, rechtfertigt die Motivation,
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n ajB auf die alten Neurone zu beschréinken (siehe Abs. 4.3). Der grofite Teil des Rekon-
struktionsfehlers scheint durch die alten Neurone provoziert zu sein, die zuséitzlichen
Neurone bieten dafiir offenbar keine Abhilfe.

Mit Ausnahme der stabilen Strategie S° sind die Fehlerwerte 7 A|B fir alle Stra-
tegien grofler als eqp (Teil (c)). Dies resultiert aus einer Anpassung des Dekodierers
D11 an den jeweiligen Kodierer in Umgebung II. Denn zur Berechnung der Fehlermafle
werden unterschiedliche Kodierer, ndmlich K; in n o\ und Kyj in g5\ (GL 4.7 bzw.
Gl. 4.9), verwendet, die Dekodierer dagegen entsprechen sich. Beide Mafle nutzen Dy,
wenn man von der Einschrinkung auf die alten Neurone bei n o|g einmal absieht. Ist
der Kodierer stabil, so ist die Differenz zwischen den Fehlerwerten gering; so zu sehen an
S5, S8 und ST¢ (0-0.15 Punkte Differenz). Den Grenzfall zeigt die stabile Strategie
S S, in der der Kodierer konstant ist K; = Ki1 ~ Ay, so dass beide Mafle den gleichen
Wert liefern (0.67). Verdndert sich der Kodierer dagegen stark, wie es bei zufélliger
Wahl der Fall ist (S®), ist auch die Differenz der MaBe grofi (z.B. 0.60 fiir {Z,; Z}}).

Es ist bemerkenswert, dass die Rekonstruktion gespeicherter Muster mit der Stra-
tegie STC einen deutlich geringeren mittleren Fehler aufweist als SY¢ (0.45 zu 0.56),
insbesondere deswegen, weil beide Strategien in den Teilen (a) bis (¢) identisch bewertet
worden sind. Diesem Phénomen liegt die erzwungene Orthogonalitidt des Kodierers Ky
in ST zugrunde. In Strategie S3¢ ist die kodierte Darstellung der alten Neurone Kb
moglicherweise mit derjenigen der neuen Neurone K{f"b korreliert. Deshalb werden die
alten Gewichtsvektoren des Dekodierers D® durch den neuen Teil der Kodierung K4
beeinflusst (bei Adaptation in Umgebung II). Da das Maf n o|g auf die alten Neurone
im Dekodierer beschriankt ist, wird diese Verdnderung durch einen erh6hten Fehlerwert
in SY¢ gegeniiber STC wiedergegeben (Differenz 0.11) (vergl. auch Kapitel 5).

4.6 Zusammenfassung

Wir haben Anpassung an unbekannte Eindriicke fiir verschieden Adaptationsstrategien
des Kodierers untersucht. Anhand eines numerischen Experiments haben wir (i) die
Féahigkeit zur Anpassung an die Statistik neuer Eindriicke (Plastizitit) und (ii) das
Vergessen der Rekonstruktion von Erinnerungen durch den Adaptationsprozess bewer-
tet.

Wir haben festgestellt, dass die Adaptationsstrategien, die die Gewichte bestehen-
der Neurone im Kodierer konservieren und die Plastizitit neu gebildeter Neurone zur
Anpassung nutzen (SY¢, S¥¢), den Anforderung des Experiments am ehesten geniigen
— zumindest fiir die in Abschnitt 4.4 motivierte Wahl der Parameter.

Zusitzliche Neurone verbessern zwar generell die Adaptationsfihigkeit, der gerin-
gere Rekonstruktionsfehler ist aber moglicherweise erkauft durch Kodierung unwesent-
licher Details; die Folge ist eine ineffiziente Kodierung. Dariiber hinaus wird durch
Neurogenese die Bewahrung des Kodes fritherer Eindriicke geférdert, sofern bestehen-
de Gewichtsvektoren des Kodierers sich der Anpassung entziehen. Stabilitit der Neu-
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rone im Kodierer alleine ist nicht ausreichend, um den Kode fritherer Erinnerungen
zu behalten oder die Dekodierung von Gedéachtnisinhalten zu garantieren. Orthogona-
le Gewichtsvektoren verbessern dagegen die Wiederherstellungsqualitit gespeicherter
Eindriicke wesentlich.



Kapitel 5

Untersuchung des

Adaptationsprozesses

Die Durchfithrung des Experiments (Kapitel 4) hat gezeigt, dass Neurogenese das
Modell des Hippokampus befihigt, den Anforderungen nach Stabilitit und Plastizitit
gerecht zu werden. Im Experiment haben wir eine spezielle Statistik neocorticaler Ak-
tivititen angenommen. Zwar erscheint unsere Wahl des Spektrums plausibel (vergl.
Motivation im Abschnitt 4.4), aber natiirlich bedeutet das nicht, dass diese Wahl bio-
logisch korrekt ist. Deshalb wollen wir in den folgenden Abschnitten mathematisch die
Anderungen der Verteilungen charakterisieren, bei denen neu gebildete Neurone den
Adaptationsprozess unseres Modells sinnvoll unterstiitzen. Da SY¢ (Gl. 4.2) die erfolg-
reichste Strategie des Experiments ist (sieche Tab. 4.2), betrachten wir diese Form der
Adaptation hauptséichlich und gehen nur am Rande auf die Strategie S5¢ (GI. 4.3).
Es wird uns die Stabilitdt des Kodes fiir alte Erinnerungen in Abhingigkeit von
der Statistik der Eindriicke in Umgebung II beschiiftigen. Dafiir wollen wir zunéchst
eine vereinfachte Notation einfiihren. Voraussetzungen und Bezeichnungen der Strategie

SJI\_IG sind in der Tabelle 5.1 zusammengefasst.

Umgebung I (A) | Umgebung II (B)
K. K= (kI KI)
D D = (D?Ilt D?f“) = D'(Ky;, B)

Tabelle 5.1: Voraussetzungen der Strategie ST¢. In Umgebung I sind Kodierer und zugehériger
Dekodierer auf a-Muster optimiert. In Umgebung II kommen neue Gewichtsvektoren hinzu, die
alten Gewichte des Kodierers, K,, verindern sich nicht. Die neuen Vektoren des Kodierers,
K., sind auf B+ optimiert, und der Dekodierer Dy ist als Ganzes auf die Kovarianzmatrix
B, unter Nutzung des Kodierers Ky, optimiert. Wie iiblich seien die Kovarianzmatrizen A und
B invertierbar und alle Kodierer haben Hochstrang, nr := K, ni1 := RgKjr und g := Rg Ky .,
wobei g = nyp — ny ist. Zur Notationsweise siche Abschnitt 5.1.

ol
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5.1 Notation

Der Kodierer Kjyr der Strategien mit Neurogenese gliedert sich in zwei Teile: die Ge-
wichtsvektoren der “alten”, schon in Umgebung I existenten Neurone und diejenigen
der hinzukommenden, “neuen” Neurone. Deshalb kénnen wir Kﬁ = (K?IltT K{‘f“T)
schreiben (siehe Abs. 4.2.1). Die Strategie 51 = {Am; (Am, Bj;)} sieht vor, dass die
Gewichte der alten Neurone sich nicht verdndern, nachdem sie in Umgebung I fiir die
Kodierung von a-Mustern optimiert worden sind; es ist also Ki ~ A,,, und K%Ilt = K.
Die Gewichte der neuen Neurone K™ adaptieren hingegen auf den zu K?Ilt senkrech-
ten Teil der b-Muster (Gl. 4.2), es ist also K" ~ BLA"I

lediglich die Strategie SEG untersuchen wollen, werden wir eine vereinfachte Notati-

Da wir in diesem Kapitel

on einfithren, welche die Voraussetzungen reflektiert: wir schreiben K, := K%Ilt und
K1 := Kjf". Die Indizes deuten an, dass beide Blockmatrizen des Kodierers Ky auf
a-Muster bzw. auf den zu K%Ilt senkrechten Teil der b-Muster optimiert sind. Zusam-
mengenommen schreiben wir den Kodierer der Umgebung II der Strategie SEG im
Folgenden K = (KZ Kg L). In Umgebung I wird der Kodierer K, = Ky verwendet.

Der Dekodierer der Umgebung II ist analog zum Kodierer in “alte” und “neue”

Neurone gegliedert, Dy = (Di‘“llt Dﬁe“>. Da der Dekodierer als Ganzes an die b-

Muster adaptiert, sind die Blockmatrizen D%Ilt und D™ i.A. vom gesamten, durch Ky
kodierten Raum abhingig. Wir konnen also nicht ohne weiteres z.B. D"ﬁ“ als Dekodierer
zu K, identifizieren. Letzteres ist jedoch moglich, falls die von K, und Ky, 1 kodierten
Aspekte der b-Muster miteinander unkorreliert sind, d.h. <KabbTK€L> = ® oder

gleichbedeutend K,BK! ®. Dies zeigt folgende Rechnung.

bl =

Dy = BK}; (KyBK})

g )

. K.BK! K,BK!, \
-B(k! K
K, BK” KbLBK
K, BKT e
[K.BK!, = 0] =B (KT ( 7 \—1
(Kp:BK! )
= (BKI (K.BKI)™' BK, (K,.BK],)™)
[GL. 3.21] ~ (D" (K4, B) DOPt(KbL,B))

(5.1)

Sind also die Vektoren der kodierten Teilrdume alter und neuer Neurone miteinander
unkorreliert, konnen die Blockmatrizen des Dekodierers Dy; getrennt voneinander be-
trachtet werden und es ist D' = D°P'(K,, B) und D" = D°P*(K, 1, B). Da wir uns
zunichst auf diesen Fall beschrinken wollen, konnen wir, analog zum Kodierer Ky,

eine einfachere Notation einfithren, die die Optimalitit der Dekodierer wiedergibt. Wir
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schreiben DP := D?'(K,,B) und DP, := D°!(K,,+, B). Die Indizes driicken die Op-
timalitat fiir Muster der Kovarianzmatrix B unter Verwendung der Kodierer K, bzw.
K+ aus. Gilt also die Unkorreliertheit KaBK{, = ©, folgt Dy = (DE DEL>.

Da Kodierer und Dekodierer in Umgebung I fiir a-Muster optimal sind, schreiben
wir auch hier einfach K; = K, und D; = D2 := D'(K,, A). Man beachte, dass die
Dekodierer DA und DB im Allgemeinen nicht identisch sind, obwohl gleiche Kodierer-

gewichte (ndmlich K,) zur Optimierung verwendet wurden (vergl. Gl. 3.21).

5.2 Stabilitatsmafle

Das Fehlermafl e5|g (Gl 4.7) quantifiziert den Bekanntheitsgrad der a-Muster nach
Adaptation an b-Muster. Wir wollen jetzt mathematisch zeigen, dass 5B (in Stra-
tegie SEG) durch die Verdnderung der alten Gewichte des Dekodierers hauptséichlich
beeinflusst wird. Dabei setzen wir die Unkorreliertheit KaBKE . = O voraus und be-
nutzen deshalb im Folgenden die Bezeichnungen aus Abschnitt 5.1.

Laut Definition von 5 g (Gl. 4.7) gilt bei Nutzung des Kodierers Ky = (KaT K£L>

6A\B(KH) = Sp (ﬁﬁﬁHA) ; (52)

wobei Py 1= (I — D K;) die zugehorige komplementire Projektion ist (siehe Abs. 3.2.4).
Man beachte, dass Py zwar idempotent, aber i.A. nicht symmetrisch ist, da Kj; als
Ganzes i.A. keinen Eigenraum von B aufspannt (Gl. 3.28); es verhilt sich ja nur ein
Teil der Neurone plastisch. f’H lasst sich mit den eingefithrten Blockmatrizen schrei-
ben (siehe Abs. 5.1):

Damit kann man in Gl. 5.2 aus multiplizieren
T
€A\B(KII) = Sp ((I — DaB:Ka — DbBJ_KbJ_)

(I- DPK, - DE.K,.) A)

Sp (), sl = Sp ((1 ~ 2DBK, + K/DB' DBK,

— 2DbBLKbL + KELDELTDbBLKbL) A)
(5.5)

Neben Eigenschaften der Spur (angedeutet durch Sp(-)) wurde zur Ableitung von
Gl. 5.5 der Sachverhalt K, L AKL = ® benutzt. Letsteres gilt erstens deswegen, weil,
wegen der Optimalitit von K, auf a-Muster, die Zeilenvektoren von K, einen Ei-
genraum von A aufspannen (Gl. 3.62); damit lidsst sich eine Matrix M finden, so
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dass AKL = KIM gilt (vergl. “3. <= 4.7, Abschnitt A.1.2). Da zweitens die Ge-
wichtsvektoren neuer und alter Neurone des Kodierers senkrecht zueinander stehen,
K, Kl = ©, hat man zusammengenommen K, 1 AK. = K, 1 KIM = ©. Bearbei-
ten alte und neue Neurone a-Muster, sind die kodierten Formate bei Verwendung der
Strategie SEG also stets unkorreliert (im Gegensatz zur Situation in SEG).

Wenn man davon ausgeht, dass die alten Neurone K, bereits die wesentliche Varia-
bilitdt der a-Muster erfassen, werden die neuen Neurone nur noch unwesentliche Details
der a-Muster zusétzlich kodieren. Man kann deshalb ndherungsweise Kyt A ~ ® an-

nehmen. Mit dieser Naherung wird aus Gl. 5.5

Ky A ~ O] e (Kin) ~ Sp ((I _2DBK, + KZDETDaBKa) A)
=Sp ((1-DPK,)" (I-DEK,)A)  (5.6)

(Gl 4.7] — can(Ka) (5.7)

GL 18] — 1 a(Ka) (53)

Die Wiederherstellungsqualitidt gespeicherter Muster n o\ ist wegen der Konstanz der
Gewichte alte Neurone im Kodierer fiir ST identisch mit dem auf die alten Neurone
beschrinktem Fehlermaf} €4 |g(Ka). Nun sehen wir auch, dass die Néherung K1 A =
® im Experiment zutrifft (0.04 Differenz zwischen den Fehlermaflen, Tab. 4.2). Dies
liegt daran, dass die relevante Information von K, bereits kodiert wurden (wegen ¢ =
Ninfo, Abschnitt 4.5). Der Rekonstruktionsfehler der a-Muster mithilfe des Dekodierers
DB ie. ea|B(Ka), ist offensichtlich dann minimal, wenn DB fiir A (anstatt fiir B)
optimal wiire, d.h. wenn DB und D2 identisch sind. Das Minimum von ea|B(Ka) ist der
optimale Rekonstruktionsfehler ea (Ka) (GL. 3.35). Im Allgemeinen gilt jedoch aufgrund
der Abhingigkeit des optimalen Dekodierers von der Verteilung DB # D2 (Gl. 3.21).
Das bedeutet insbesondere

6A|B(Ka) Z EA(Ka). (59)

Die Rekonstruktion von a-Mustern nach der Adaptation an b-Muster in Umgebung IT
kann, fiir gleiche Anzahl Neurone, nicht besser werden, als sie vor der Adaptation
gewesen ist (vergl. Teil (a) und Teil (c¢) im Experiment, Tab. 4.2). Wiirde man alle
Neurone gemeinsam betrachten, wére dies zwar prinzipiell moglich (Gl. 3.65), nur ist
es unwahrscheinlich, da die neuen Neurone K 1 ja nicht an a-Muster adaptieren, um
die Rekonstruktion zu verbessern.

Wir wollen €4 g(Ka) nun weiter umformen
T
GL 4.7] ea(Ka) = Sp ((I ~DBK.)" (1-DBK,) A)

Sp ()] ~Sp ((1- DFK.) A) - Sp (KIDE' (1- DPK.) A)
(5.10)

Der erste Summand in Gl. 5.10 dhnelt der Form nach dem optimalen Rekonstruktions-
fehlerea = Sp ((I — D2Ka) A). Tatsiichlich ist Sp ((I - DAKa) A) = Sp ((I - DBK,) A),
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obwohl i.A. DB # Dg‘ gilt. Das liegt daran, dass einerseits D2 und Df optimale Deko-
dierer bzgl. der gleichen Kodierung sind und daher K,D2 = K,D2 = I folgt (Gl. 3.24).
Andererseits spannt K, einen Eigenraum von A auf, so dass eine Matrix M mit der
Eigenschaft KyA = MK, gefunden werden kann (vergl. “3. <= 4.”, Abschnitt A.1.2).
Man sieht es wie folgt

[KaA = MK,] Sp((I-DPKa)A) =SpA —Sp (DEMK,)
[Sp ()] =SpA — Sp (KaDZM)
[KoDB = K,DA =1] =Sp A — Sp (K.DAM)

=Sp ((I-D3Ka) A)
[GL. 3.35] = ca(Ka)

(5.11)

In der Herleitung von GI. 5.11 haben wir die Identitét Sp (KZDaBTA> = Sp (KZDaATA>

gezeigt. Es wurde schon frither bewiesen (Gl. 3.28), dass DAK,, wegen der Optimalitéit
beider Matrizen fiir die gleiche Verteilung, eine symmetrische Projektion ist; deshalb
gilt KIDA" = KIDA"DAK,. Insgesamt lisst sich Gl. 5.10 jetzt zu folgendem Ergeb-

nis auflosen.

T T
cap(Ka) — 2a(Ka) = Sp (KIDE'DPK.A) - Sp (KIDE' A) (5.12)
= Sp (KZDaBTDEKaA) —Sp (KZDQTDaAKaA)
= Sp (KaAKZ’ (DaBTDE - DQTDQ)) (5.13)
Da der Dekodierer in Umgebung I durch D; = D% gegeben ist und die Gewichte
dieser alten Neurone in Umgebung II laut SEG gerade D?Ilt = DB war - sofern die

Unkorreliertheit der Kodierungen K.BK{, = © gilt (siche oben) -, lisst Gl 5.13
den Schluss zu, dass die Stabilitdt der alten Gewichte des Dekodierers fiir die Giite
der Wiederherstellung gespeicherter Muster und der Rekonstruktion vermeintlich “be-
kannter” Eindriicke hauptséichlich verantwortlich ist. Die Verdnderung der Dekodierung
wird zusétzlich von der Kovarianzmatrix der kodierten Darstellung der a-Muster, i.e.
K.AK! gewichtet, um den Zuwachs des Rekonstruktionsfehlers ¢ AB(Ka) vom Mini-
mum e (K,) festzulegen.

Da die Verinderung der Gewichte des Dekodierers durch den Adaptationsprozess
ausschlaggebend fiir die Giite der Rekonstruktion gespeicherter Muster ist, konnen wir

uns nun auf die Untersuchung des Dekodierers beschrinken.

5.3 Stabilitidt des Kodes alter Neurone

Wir wollen jetzt analysieren, an welche Art neuer Eindriicke b das Modellsystem ad-
aptieren kann, ohne a-Muster zu “vergessen”. Dazu untersuchen wir, fiir welche Ko-

varianzmatrizen B die Konstanz der alten Gewichte des Dekodierers gewihrleistet ist.
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In diesem Abschnitt gelte weiterhin Ky,1 BKI = ©; es ist also D3 = DB und auch
D; = D2 (vergl. Abschnitt 5.1).

Es lisst sich nachweisen (siehe Abs. A.1.4), dass die Bilder beider Dekodierer, D2
und DB, genau dann identisch sind, wenn K, neben dem grofiten Eigenraum von A,
auch einen Eigenraum der Kovarianzmatrix B aufspannt. Seien ndmlich v; die Eigen-

vektoren von B, dann gilt
BildD2 = BildD2 <= BildK. = (v;[j € J CN,) (5.14)

Es ist klar, dass die Dimension des Eigenraums (v;|j € J) mit der des Bildes von KZ
iibereinstimmt, i.e. |J| = ny. Gleichheit der Bilder der Dekodierermatrizen ist zwar
notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Gleichheit der Gewichte der Dekodierer.

Sind die Gewichtsvektoren (Zeilenvektoren) des Kodierers K, jedoch orthogonal,
ist der zugehorige optimale Dekodierer nicht von der Verteilung abhingig (Gl. 3.29).
Dann ist die Gleichheit der Bilder beider Dekodierer in Gl. 5.14 gleichbedeutend mit der
Identitit der Matrizen, DB = DA, Orthogonalitit der Gewichtsvektoren im Kodierer
erweist sich daher als besonders forderlich fiir die Stabilitdt des Dekodierers. Wir haben
diesen Effekt bereits den Ergebnissen des Experiments entnommen (siehe Abs. 4.5);
man vergleiche z.B. die extremen Fehlerwerte fiir nicht orthogonale Gewichtsvektoren
in Tab. 4.3.

Die Auswahl derjenigen Kovarianzmatrizen B, welche die Gewichte des Dekodierers
nach Adaptation nicht beeinflussen, ist durch die Bedingung, dass K, einen Eigenraum
von B aufspannt, stark eingeschriankt (vergl. Diskussion). Allerdings ist in Gl. 5.14 nicht
die Forderung gestellt, dass K, den grofiten Eigenraum aufspannen muss; es kann ein
beliebiger sein. Deshalb konnen wir Verteilungen P, der b-Muster, die auf die Stabilitét
des Kodes giinstig wirken, in Abschnitt 5.3.2 niher charakterisieren.

Die Aquivalenz Gl. 5.14 beinhaltetet gleichfalls eine Aussage iiber Verteilungen P,
in denen der Adaptationsprozess die Gewichte des “alten” Dekodierers trotz der Kon-
servierung der Gewichte des Kodierers K, verdndert. Gilt die ndmlich Unkorreliertheit
der kodierten Darstellungen K, 1 BK. = @, sind es all jene Verteilungen P, in denen
K, keinen Eigenraum von B aufspannt. Im folgenden Unterabschnitt geben wir ein
Beispiel fiir eine derartige Verteilung.

5.3.1 “Ungiinstigste” Verteilung

Anhand eines dreidimensionalen Beispiels soll eine mogliche Modifikation der Gewichte
des Dekodierers nach dem Adaptationsprozess veranschaulicht werden. Es wird also
DA # DB nachgewiesen. Zugleich wird die zweidimensionale Verteilung angegeben,
welche die Gewichte des Dekodierers, bei vorgegebenen Spektrum der Verteilung, am
stirksten beeinflusst, d.h. seine Norm in Umgebung Il maximiert.

BEs wird “riickwérts” vorgegangen, indem zuerst B und Ky und danach K, und
A festgelegt werden. Dies hat allein den Vorteil, dass die Gleichungen iibersichtlicher
werden, weil die Koordinatenachsen durch die Hauptkomponenten von B vorgegeben
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werden konnen. Es sei also
B = diag ()\1, )\2, )\3) (5.15)

die dreidimensionale Kovarianzmatrix der b-Muster, mit A; > Ao > A3 > 0. Der Kodie-
rer K, in Umgebung I sei eindimensional, in Umgebung IT komme eine weitere Dimen-
sion hinzu, d.h. Ky = (Ka Kb_L>. Um mit diesen Voraussetzungen die Bedingung
K, .BK! = @, die Unkorreliertheit beider Teilriume des Kodierers Kjj, zu erfiillen,
miissen K, und Ky Linearkombination unterschiedlicher Eigenvektoren von B sein
(siehe auch Gl. 3.27). Es gibt also zuniichst zwei qualitativ verschiedene Moglichkei-
ten, durch Festlegung von K, die Unkorreliertheit zu erreichen: (i) K, liegt in einem
eindimensionalen Eigenraum von B, also parallel zu einer Koordinatenachse, oder (ii)
K, liegt in einer Ebene die von zwei Eigenvektoren von B aufgespannt wird (und es
gilt nicht (i)). Laut Aussage Gl. 5.14 wiirde im Fall (i) der Dekodierer stabil bleiben,
also D2 = DB. Wir interessieren uns daher fiir (i) und wihlen fiir den Kodierer K,
die Ebene, die durch e; und ez aufgespannt wird; damit steht K, senkrecht zu e;. Das
neue Neuron im Kodierer, Ky 1, adaptiert an den Teil eines b-Musters, der orthogonal
zu K, ist. Es lernt also den gréfiten Eigenvektor von B+ (und nicht von B). Da nach
Konstruktion die grofite Hauptkomponente e; von B, stets senkrecht zu K, ist, ist sie
auch (groBter) Eigenvektor der Matrix B, so dass Ky . diese Richtung kodiert; es ist
also Ky,. =vyeil, vy €R.

Nach Konstruktion haben wir damit KaBKg | = 0 erreicht und wissen nun, dass die
Blockmatrizen des Dekodierers Dy; unabhéngig voneinander zu betrachten sind (GI. 5.1).
Wir konnen daher D#* = DB und D" = DEL schreiben (vergl. Abschnitt 5.1). Wir
interessieren uns fiir die Stabilitéit der alten Neurone im Dekodierer, miissen daher DB
mit D2 vergleichen.

Da sich wegen der Unkorreliertheit des alten und neuen Kodierers, KaBKE . =0,
alle interessierenden Gréflen in der Ebene senkrecht zu Kg 1 = ye; befinden, kénnen wir
uns auf die Betrachtung dieser Ebene beschridnken. Damit sind die b-Muster effektiv

zweidimensional:
B = diag (X2, \3) (5.16)

Man beachte, dass dadurch K,, wie auch DaB und Df, zwei- statt dreidimensionale
Vektoren sind, wir belassen es aber 0.B.d.A. bei der gleichen Notation.

Im Abschnitt 5.2 haben wir gesehen, dass Verdnderung der alten Dekodierergewichte
direkten Einfluss auf die Wiederherstellungsqualitéit gespeicherter Muster, n 5|B(Ka),
und gleichermafien auf den “Bekanntheitsgrad” alter Eindriicke, ez g(Ka), ausiibt
(Gl. 5.13). In der Tat ist fiir einen eindimensionalen Kodierer die Maximierung der Norm
von DB unter Variation der Kovarianzmatrix B gleichbedeutend mit der Maximierung

von £ B(Ka). Denn nehmen wir iibersichtshalber K, als normiert an, K.K! =1,
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folgt zuniichst DA = K7 (Gl 3.29) und mit GI. 5.13:

T T
eaiB(Ka) — €4 (Ka) = Sp (K.AKY (DE'DP - D2'D2))

[s.0., Ka ~ Ay] = M1 (|DE|2 - 1) )
(5.17)

wobei p1 der grofite Eigenwert von A sei, der ja zum Eigenvektor K, (wg. der Opti-
malitit K, ~ Aq) gehort.

Wir werden nun die Norm des Dekodierers DB fiir ein beliebig vorgegebenes Spek-
trum maximieren (Gl. 5.15), d.h. die Drehung der Kovarianzmatrix B zu A variieren.
Um eine Matrix B gemifl den gemachten Voraussetzungen zu wéhlen, legen wir jedoch
die Lage des Kodierers K, (anstatt von B) in der Ebene fest. Da K, stets der grofite
Eigenvektor von A ist, definieren wir dadurch verschiedene B, nur dass wir stets die
Hauptkomponenten von B als Koordinatenachsen benutzen (siehe oben). Es sei also
K., eine beliebiger, iibersichtshalber normierter Vektor im R?:

Ka(p) = (singo cos <p> . (5.18)

Damit ist der Dekodierer in Umgebung I gerade durch den transponierten Gewichtsvek-
tor des Kodierers D2 (¢) = KX (p) (wg. Gl. 3.29) gegeben und nach den Ergebnissen
des vorhergehenden Beispiels folgt (Abschnitt 3.2.7, Gl. 3.72):

DE(p) = BKa(9)” (Kalp)BKa(p)")

1 A2 sin ¢
- — 5 (5.19)
A2 8in” ¢ + Az cos ¢ \ Agcos

Die Norm |DB(¢)| schreibt sich

) \/)\% sin? o + A2 cos? ¢

DB
Dale A2 sin? ¢ + Az cosZ g

(5.20)
Nun kénnen wir die Extrema ermitteln. Neben den eher ersichtlichen Extrema ¢ €
{#%|z € Z}, das sind die Nullstellen von cos? ¢ - sin? ¢, findet man nach etwas Algebra

weitere bel

A2
* = + . 5.21
©" = zm + arccos < py— )\3) (5.21)
Wihrend [D2(2%)| = 1 ist, gilt
1+

DS (")

== . 5.22

2 /93 ( )
Da fiir positive Zahlen das arithmetische Mittel grofler gleich dem geometrischen ist,
sind die Stellen ¢* stets Maxima. Sind die Hauptkomponenten der Verteilungen A und

B um den Winkel ¢* zueinander gedreht, ergibt sich nach dem Adaptationsprozess der
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alten Neurone des Dekodierer an b-Muster die maximale Norm des Gewichtsvektors
(bei vorgegebenen Eigenwerten).

Als Abschluss des Beispiels berechnen wir den Rekonstruktionsfehler vermeintlich
“bekannter” a-Muster an der Stelle ¢*, der ja (bei vorgegebenen Eigenwerten) am
grofiten ist (Gl. 5.17):

1 ()\2 + )\3)2

5A‘B(Ka(§0*)) - 8A(Ka(90*)) = K1 (ZTX; — 1)

1 (A2 —A3)?

2
4 A3 (5:23)

:H’l

Man erkennt die Abhingigkeit von den Eigenwerten gut. Je wichtiger die kodierte
Hauptkomponente K,(¢*) ist, d.h. je groBer der zugehorige Eigenwert p; ist, desto
schlechter wirkt sich natiirlich eine verzerrte Rekonstruktion aus.

Interessanterweise hingt die Grofie der Norm (und damit auch die Grofie des Rekon-
struktionsfehlers e A‘B) kritisch von dem Verhéltnis der durch die neuen Neurone Ky, 1
nicht kodierten Eigenwerte von B ab, i.e. Ay und Az. Falls nimlich Ao > Az gilt, die
Hierarchie dieser Eigenwerte also stark ausgeprégt ist, wird die Norm des Dekodierers
IDB(*)| sehr grof; im Grenzfall A3 — 0 bei konstantem )y divergiert sie sogar:

_lhdA 1 QAs—moo
2 Vours 2V

Sind die Eigenwerte A;, 1 = 2,3 dagegen identisch, bleibt der Dekodierer unverindert;

D2 (") (5.24)

die Richtung des Kodierers und Dekodierers ist identisch.

Es sei bemerkt, dass eine Vergroflerung der Norm des optimalen Dekodierers immer
auch eine Zunahme des Winkels zwischen Kodierungsvektor und zugehorigem optima-
lem Dekodierungsvektor zur Folge hat (und andersherum). Denn durch die Bedingung
KD = I (Gl 3.24), i.e. k/'dj = §;; in Vektorschreibweise, ist das Skalarprodukt
zwischen Gewichtsvektoren des Kodierers und des optimalen Dekodierers festgelegt.
Verldngert sich der Vektor dj, muss er gleichzeitig von k; “weg gedreht” werden, um
k]de = 1 aufrecht zu erhalten.

Die Verdnderung der Norm und Richtung des Dekodierers verbessern den Rekon-
struktionsfehler der b-Muster, weil die Rekonstruktion dadurch den grofiten Hauptkom-
ponenten der Verteilung angepasst wird. Da das kodierte b-Muster, Kyb, mit Richtun-
gen der Verteilung korreliert ist, deren Varianz stirker ist als in Richtung des Kodierers
K,, kann der Dekodierer die Rekonstruktion verbessern, indem er die kodierte, niedrig-
dimensionale Form der Daten in Richtungen stirkerer Varianz in den Ursprungsraum
R" zuriick projiziert (vergl. Abb. 5.1). Der Effekt ist, dass der Dekodierer D2 nicht in
die gleiche Richtung zeigt wie der Kodierer K,. Da D2 dagegen, wegen der Optimalitiit
von Kodierer und Dekodierer auf a-Muster, die kodierte Darstellung “korrekt” zuriick
projiziert, also in den Unterraum des Ursprungsraums, aus dem der Kodierer K, die
kodierte Darstellung gewonnen hat (BildK! = Bild D2, siehe Gl. 3.28), veréindern

a’

sich also die Gewichtsvektoren des Dekodierers nach Adaptation, d.h. DB # D2, In
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der Konsequenz dieser Verdnderung kénnen a-Muster trotz Stabilitit des Kodierers
nicht mehr korrekt dekodiert werden (Abb. 5.1 F).

Der Kodierer K,(¢*) ist derart, dass die Hauptkomponenten von B, die mit dem
Vektor Ka(¢*) korreliert sind, in der kodierten Darstellung identische Standardabwei-
chung besitzen, denn es ist' Ka(p*)e;v/A; = konst., i = 2,3. War die Datenverteilung
urspriinglich z.B. zigarrenférmig, liegen alle “Randpunkte” in der kodierten Darstellung
iibereinander. Es wird dann die Rekonstruktion dadurch optimiert, dass der Dekodierer
in die Langsachse der Zigarre gedreht und gestreckt wird (sieche Abb. 5.1).

5.3.2 Folgerungen

Wir haben uns bis jetzt auf den Fall der Strategie SEG beschrinkt, in dem die alten und
neuen Kodiererneurone, K, bzw. Ky 1, in orthogonalen Eigenrdumen der b-Verteilung

“leben”; mit den Eigenvektoren® v;, i € N,,, von B galt nimlich stets
BildK. C (vj|i € Zoy € N,) und  BildK{, C (v;]j € Ny \Zai) (5.25)

Denn die Unkorreliertheit der Vektoren beider kodierten Unterrdume ist notwendig
fiir die Unkorreliertheit ihrer kodierten Darstellungen, i.e. K, . BKL = @ (folgt aus
der Linearitit der Kodierung). Letzteres haben wir in den vorangehenden Abschnitten
vorausgesetzt und dazu zwei qualitativ unterschiedliche Situationen vorgefunden (mit
T, aus Gl. 5.25):

(i) Die Gewichte der alten Neurone im Kodierer, i.e. K,, spannen einen Eigenraum
von B auf, d.h. |Zy;| = nr.

(ii) BildK! ist ein echter Teilraum eines Eigenraums von B, d.h. |Z,;;| > n1, und es
gilt nicht (i).

! Anmerkung (ohne Beweis): Man kann diesen ungiinstigen Kodierungsvektor Ka(p*) auch im R"
finden, dann ist er ndmlich durch folgende Gleichung definiert

1« 1

i=nr+1 ¢
O 2 n 1 . . T _ . . )
Dabei ist ¢” := Zj=ﬂ11+1 x; eine Normierungskonstante, so dass k” k = 1. Die Eigenvektoren v;
von B mit den Indizes ni; + 1,...,n sind diejenigen, die zwar mit dem Kodierer Ki; korreliert, aber

nicht vollstdndig kodiert sind. Ist die Hierarchie der zugehorigen Eigenwerte stark ausgeprégt, wird
der optimale Dekodierer D2 gegeniiber D% stark verzerrt (vergl. Gl. 5.24). Die zu Gl. 5.22 analoge
Gleichung der Norm des Dekodierers ist dann

BT B 1 - - 1
a Da = b )\z
(n—nm)? |, : i
i=np+1 i=np+1

’Die n Eigenvektoren v; seien stets so gewihlt, dass sie zusammengenommen eine Orthonormalbasis
des R" bilden.
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Abbildung 5.1: Beispiel fiir die Verinderung des Dekodierers trotz stabilem Kodierer. Abb. A
und B entsprechen Teil (a), Abb. C und D Teil (b) und Abb. E und F Teil (c) des Experiments
(Abb. 4.1). Linke Seite: Multivariate Normalverteilungen mit Kodierer und Dekodierer. Rechte
Seite: Rekonstruktion der Muster der gegeniiberliegenden Verteilung. Abbildung A: Optimaler
Kodierer Ka(p*) (durchgezogene Linie) und optimaler Dekodierer Ka(p*)” (sie liegen iiber-
einander). Verteilung: Eigenwerte der auf K,,. = ye;” projizierten Kovarianzmatrix A, i.e. A,
sind 1 = 0.9 und po = 0.09. Die dritte Eigenrichtung von A, mit Eigenwert ug = 0.01, liegt in
Richtung e; und ist daher nicht zu sehen. Abbildung B: Rekonstruktion mit optimalem Kodie-
rer und Dekodierer aus Abb. A. Abbildung C: Verteilung B, die Projektion von B in den Kern
von Ky = ve; 7. B hat die gleichen Eigenwerte wie A, A; = 0.9, \> = 0.09 und A3 = 0.01, liegt
aber anders im R?: die Koordinatenachsen entsprechen den Eigenvektoren von B. Der grofite
Eigenvektor zeigt in Richtung e; und wird durch Ky. kodiert. Kodierer K,(p*) (durchgezo-
gene Linie) und auf B optimierter Dekodierer DB (*) (gestrichelte Linie) sind eingezeichnet.
Der Dekodierer ist offensichtlich nach Umgebungswechsel verzerrt, also D2 = D; # Dt = DB
(vergl. Abb. A). Abbildung D: Rekonstruktion der Muster aus Abb. C. Abbildung E: Um die
Rekonstruktion von a-Mustern nach dem Adaptationsprozess an b-Muster zu testen ist erneut
A aus Abb. A zu sehen. Nun wird Kodierer Ka(¢*) (durchgezogene Linie) und Dekodierer D}
(gestrichelte Linie) anstatt D2 verwendet. Abbildung F: Rekonstruktion der Verteilung A.
Man erkennt deutlich den Unterschied zu Abb. B; die Rekonstruktion der vermeintlich bekann-
ten a-Muster ist durch den Dekodierer wegen D2 # DB gedreht und gestreckt.
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Fall (i)

Tritt Fall (i) ein (vergl. Abb. 5.2 A), wird der kodierte Raum der b-Verteilung auch zur
Dekodierung benutzt, d.h. Bild K. = Bild DB. Wird beispielsweise eine Ebene von den
Gewichtsvektoren des Kodierers K, im Raum der Feuerraten der EC-Neurone, R", de-
finiert, projiziert der Dekodierer im Fall (i) auf diese Ebene zuriick. Die Rekonstruktion
der Daten besteht dann nur aus Varianz in der durch den Kodierer festgelegten Ebene.
Dies ist auch vor dem Umgebungswechsel so, weil Kodierer K, und Dekodierer D2
in Umgebung I auf die a-Muster optimiert sind und deshalb Bild KL = Bild D2 folgt
(GI. 3.28). Sind die Gewichtsvektoren des Kodierers K, nun zusétzlich orthogonal, kann
sogar die Konstanz der Gewichte des Dekodierers nach der Adaptation an b-Muster,
i.e. D2 = DB vorausgesagt werden. Durch die Stabilitiit der alten Dekodierergewichte
wird eine getreue Rekonstruktion von a-Muster gewahrt.

Fall (ii)

Liegt der Fall (ii) vor (vergl. Abb. 5.2 D), wird der Dekodierer durch den Adaptations-
prozess verdndert, i.e. DaA # DB. Das liegt daran, dass der kodierte Raum, Bild KI,
mit mehr als n; Hauptkomponenten der b-Verteilung korreliert ist. Damit projiziert
der Dekodierer in Umgebung II nicht mehr in den durch den Kodierer K, definierten
Raum, denn es ist Bild KX # Bild DB (Gl. 3.28). Wiirde Kodierer K, in einem solchen
Fall eine Ebene im R" definieren, bestiinde die Rekonstruktion der Daten nach der
Adaptation aus Varianz in einer anderen Ebene (nimlich in der durch die Gewichts-
vektoren des Dekodierers D2 definierten Ebene). Diese Verzerrung des Dekodierers,
16st eine Verschlechterung der Rekonstruktion vermeintlich bekannter a-Muster aus,
denn die bestmdgliche Dekodierung dieser Muster wére Df.

Ist die Hierarchie der Eigenwerte \;, i € Zyy;, des Eigenraums (v;|i € Z,;) kleinster
Dimension, in dem das Bild des Kodierers K, echt enthalten ist (sieche Gl. 5.25), aus-
geprigt, ist eine starke Abweichung des Dekodierers DB gegeniiber D2 moglich. Wir
haben dies im Beispiel des Abschnitts 5.3.1 verdeutlicht.

Grenzfall

Sind im Fall (ii) die Eigenwerte X;, i € Zyy; alle gleich, \; = A, i,j € Ty, erfolgt keine
Verzerrung, sondern die Gewichte des Dekodierers bleiben erhalten, D2 = DB (siehe
auch Gl. 5.23). In diesem Grenzfall ist ndmlich ein beliebiger Vektor des Kodierers
K, bereits ein (degenerierter) Eigenvektor von B. Es ist also genau genommen ein
Spezialfall von (i) (Abb. 5.2 B).

Die Gleichheit der Eigenwerte A;, ¢+ € Z,;, bedeutet, dass die Variabilitit der b-
Muster in jeder Richtung des Unterraums (v;|i € Z,)) gleichverteilt ist. Diese Struk-
tur der Verteilung nannten wir im Experiment “Rauschen” und identifizierten es mit
“unwesentlichen Details” der Muster (Abschnitt 4.4). Im Experiment wurde die Ko-

varianzmatrix A in beliebiger Weise gedreht, um die Kovarianzmatrix B zu erzeugen.
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Durch den “Rauschanteil” von 3 : 1 (45 : 15) wurde annihrend die Gleichheit der Ei-
genwerte \;, ¢ € Zy;, erreicht; die alten Kodiererneurone K, haben nur das “Rauschen”
der b-Muster “gesehen” und die wesentliche Variabilitit von b liegt orthogonal zu K,
(Voraussetzung Gl. 5.25). Unter anderem deshalb ist die Rekonstruktion der a-Muster

nach dem Anpassungsprozess in SEG verglichen mit den anderen Strategien recht gut
(vergl. Tab. 4.2, Teil (c)).

5.3.3 Neurogenese induziert Stabilitit

Wir haben bis jetzt die Unkorreliertheit der Kodierung neuer und alter Neurone, K,
und Ky 1, fiir b-Muster vorausgesetzt, i.e. KaBKgL = @. Dies ist in der Strategie SEG
nicht notwendigerweise erfiillt. Zwar sind neue und alte Kodierer zueinander orthogonal,
KaKg 1+ = 0, aber Ky 1 spannt keinen Eigenraum von B auf, sondern einen Eigenraum
von BL. Die Eigenvektoren beider Matrizen sind i.A. nicht identisch. Denn wihrend
alle (nicht degenerierten) Eigenvektoren von B+ = PBP,; (GL 4.1) senkrecht zu K,
stehen (P; = (I—DQTKa) ist eine symmetrische Projektion auf den Kern des Kodierers
K., siehe Gl. 3.28), konnen die Eigenrichtungen von B beliebig ausgerichtet sein.
Wenn die Kodierungen beider Blockmatrizen K, und Ky in Umgebung II korre-
liert sind, d.h. KaBKg 1 # O, kann man nur eine Aussage iiber den gesamten Kodierer

KIII = (KZ K%l) und Dekodierer Dj; = D°P*(Kjj, B) machen. Nun hilft aber folgen-
de allgemeine Aussage, die wir schon hiufiger verwendet haben: Spannt ein Kodierer
einen Eigenraum einer Kovarianzmatrix auf, projiziert der zur Kovarianzmatrix und
Kodierer gehorende optimale Dekodierer wieder in denselben Raum zuriick, und an-
dersherum (wegen Gl 3.26 <= GI. 3.28). Auf die Situation in Umgebung II mit Ky,
D11 und B bezogen, lautet die Aussage:

BildK{| = (v;lj € Ju € N,) <= BildK] =BildDy (5.26)

Setzt man die Orthogonalitit des gesamten Kodierers Ky voraus, folgt aus der Gleich-
heit der Bilder von Dekodierer und Kodierer (Gl. 5.26), dass jeder Gewichtsvektor d;
des Dekodierers Dy durch den zugehorigen Spaltenvektor k; des Kodierer Ky festge-
legt ist (Gl. 3.29): d; = ﬁkl Da nun die alten Neurone in Umgebung I die gleiche
Kodierung benutzten wie in Umgebung II, kann man auch jetzt die Stabilitdt der alten
Gewichte im Dekodierer bei Umgebungswechsel erwarten, D%Ilt = Di. Wir bemerken,
dass Orthogonalitit zwischen neuem und altem Kodierer durch die Strategie SEG stets
gewiihrleistet wird, denn es ist K, K. = ©.

Die Aquivalenz (Gl 5.26) ist eine allgemeinere Aussage als die weiter oben herge-
leitete (Gl. 5.14), weil in hier (Gl. 5.26) nicht gefordert ist, dass die alten Gewichte des
Kodierers, K,, fiir sich einen Eigenraum von B aufspannen miissen. Zur Verdeutlichung
konstruieren wir ein Beispiel, das durch die frithere Aussage (Gl. 5.14) nicht abgedeckt
ist. Es sei angenommen, dass der Kodierer K, keinen Eigenraum von B aufspannt.
Bild K ist also ein echter Unterraum eines Eigenraums V. Der Eigenraum V habe nur
eine Dimension mehr als das Bild des Kodierers, d.h. BildK. Cc V = (v;li € T C N,),
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mit |Z| = n; + 1. Damit nun Kj; insgesamt einen Eigenraum aufspannt, muss die
zur Vervollstdndigung fehlende Dimension mittels einem neuen Neuron, i.e. ein Ge-
wichtsvektor aus Ky, kodiert werden. Offensichtlich ist dies prinzipiell moglich. Es
wird jedoch nur geschehen, wenn diese fehlende Richtung zu den g grofiten Hauptkom-
ponenten von B+ gehort oder eine Linearkombination dieser Hauptkomponenten ist.
Denn K, 1 kodiert ja laut Strategie eben diese g groBten Hauptkomponenten von B+
(Gl. 4.2). Ist die Richtung aber “relevant genug”, wird sie von den neuen Neuronen
kodiert werden. Man sieht, dass die Aussage (Gl. 5.26) Verteilungen P, beinhaltet, die
wir noch nicht zu denen gezihlt haben, in denen trotz Adaptation der Kode der alten
Neurone stabil bleibt.

Interessanterweise wiirde der alte Dekodierer ohne Hinzufiigen neuer Neurone nicht
stabil bleiben, Dy # D%Ilt, falls Bild K. ein echter Teilraum eines Eigenraums von B
wire und keine neuen Neurone diesen zu einem Eigenraum von B vervollstindigen
(wg. Gl 3.26 <= GI. 3.28). Das Hinzufiigen neuer Neurone im Kodierer kann also die
Stabilitdt alter Neurone im Dekodierer vermitteln.

Entscheidend bei dem Effekt, dass durch neue Gewichtsvektoren die Stabilitéit der
alten Dekodierergewichte gewahrt wird, ist die Orthogonalitit der Gewichtsvektoren
des Kodierers Ky (siehe oben); also insbesondere die Orthogonalitéit alter und neuer
Gewichtsvektoren zueinander, KaKg . = ©.Inder alternativen Strategie S5¢ (GI. 4.3),
in der die neuen Neurone an B anstatt an B+ adaptieren, gilt dies i.A. nicht. Wir fithren
daher die im Experiment beobachtete (deutlich) schlechtere Wiederherstellungsqualitit
gespeicherter Muster der Strategie SEG gegeniiber SEG auf diesen Effekt zuriick (0.56
bzw. 0.44, vergl. Tab. 4.2, 4. Spalte).

5.4 Zusammenfassung

Wir haben den Adaptationsprozess fiir die Strategie SEG, die neue Neurone zur An-
passung der Kodierung nutzt, mathematisch untersucht. Da die Anpassungsfihigkeit
an fremde Eindriicke im wesentlichen durch die Zahl neuer (plastischer) Neurone de-
terminiert ist, haben wir uns in der Analyse der Stabilitit des Kodes gewidmet. Wir
haben drei qualitativ unterschiedliche “Arten” von Umgebungswechseln, d.h. verschie-
dene Statistiken neuer Eindriicke P, gefunden, in denen der Kode der Erinnerungen
durch den Adaptationsprozess nicht verdndert wird (vergl. Abb. 5.2).

(A) Die Hauptkomponenten von B sind gegeniiber A nicht, oder nur um rechte Win-
kel, gedreht. Das Spektrum der Eigenwerte von B ist beliebig (Abb. 5.2 A).

(B) Alle Eigenvektoren v; von B, die mit dem von K, kodierten Raum korreliert
sind, fiir die also K,v; # 0 gilt, besitzen identische Eigenwerte. Der auf a-Muster
spezialisierte Kodierer K, kodiert demnach nur das “Rauschen” der b-Verteilung.
Die relevanten Informationen der b-Muster, i.e. ihre grofite Variabilitit, befinden
sich in Richtungen, die orthogonal zu den Gewichtsvektoren des Kodierers K,
sind (Abb. 5.2 B).
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(C) Der Kodierer der alten Neurone K, korreliert schwach mit wenigen nicht vollstindig
erfassten Richtungen der b-Verteilung, welche relativ grofle Varianz aufweisen.
Die neuen Neurone K1 sind in der Lage diese Richtungen zu kodieren, so dass
der gesamte Kodierer Kjj einen Eigenraum von B aufspannt (Abb. 5.2 C).

Tritt keiner der genannten Félle ein, wird der Kode durch den Adaptationsprozess
modifiziert (Abb. 5.2 D). In diesem Fall ist eine ausgeprigte Hierarchie der Eigenwerte,
die zu Eigenvektoren von B gehoren, welche nicht orthogonal zu den Gewichtsvektoren
des alten Kodierers K, sind, besonders ungiinstig. Dann wird der Kode besonders stark

durch den Adaptationsprozess beeinflusst.
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Abbildung 5.2: Stabilitéit des Dekodierers fiir die Strategie ST“. Es sind vier unterschiedliche
Kombinationen von P, und P, Verteilungen schematisch in der Projektion auf die Papierebene
gezeigt. P, ist in allen Abbildungen identisch (helleres Oval im Hintergrund). Der Kodierer der
alten Neurone K, (durchgezogener Pfeil) liegt in der Papierebene und kodiert stets die grofite
Hauptkomponente von P,. Im Vordergrund ist die Projektion von P, auf die Papierebene ge-
zeigt (dunkleres Oval), weifle Achsen markieren die Lage ihrer Hauptkomponenten, i.e. die auf
die Papierebene projizierten Eigenvektoren der Kovarianzmatrix B. In Abb. A-C bleiben die
Gewichte des Dekodierers aus Umgebung I nach Adaptation an P, in Umgebung IT unveréndert,
D#t = Dy; in Abb. D dagegen nicht, i.e. DA £ Dy, Abbildung A: K, liegt in einem (eindi-
mensionalen) Eigenraum von B, der Dekodierer ist also stabil. Abbildung B: Das projizierte
Spektrum von B ist weify (Verteilung ist kreisformig), d.h. alle Richtungen auf der Papierebene
sind Eigenvektoren, also auch K,; der Dekodierer ist stabil. Abbildung C: Zwei der Eigenvek-
toren von B liegen in der Papierebene, die iibrigen sind dazu orthogonal und deshalb auf den
Nullpunkt projiziert. Kodierer K, kann nicht die Stabilitit des Dekodierers gewiihrleisten. Wird
der Kodierer jedoch um ein zusétzliches Neuron (Gewichtsvektor, gestrichelter Pfeil) erweitert,
spannen beide Vektoren gemeinsam einen Eigenraum von B auf, ndmlich die Papierebene. Da-
mit ist der Dekodierer insgesamt stabil, Dy = D', Abbildung D: Die Richtung des Kodierers
K, ist mit drei Eigenvektoren von B (weifle Linien) korreliert, denn sie liegt nicht senkrecht zu
ihnen. Da K, also kein Eigenraum von B aufspannt, wird der Dekodierer veriindert, D; # D¢,
Ein zusitzliches Neuron wiirde daran nichts &ndern (wohl aber zwei).



Kapitel 6
Diskussion

Im numerischen Experiment (Kapitel 4) haben wir den Adaptationsprozess des Mo-
dellsystems untersucht. Es wurde die Anpassung an eine neue Umgebung simuliert
und gefragt, inwiefern trotz Adaptation die Stabilitit des Kodes der Gedéchtnisinhalte
aufrechterhalten werden kann. Wie haben gezeigt, dass mithilfe von Neurogenese das
Modell des Hippokampus (Abb. 3.2) Anforderungen an Stabilitit und Plastizitéit des
Kodes bei bestimmten Umgebungswechseln gerecht wird (SY¢ in Tab. 4.2), wihrend
uneingeschrinkt plastische Anpassung dazu fiihrt, dass der Kode fritherer Erinnerungen
“vergessen” wird (SY in Tab. 4.2). Letzteres ist als Stabilitiit- und Plastizitéitsdilemma
bekannt [24] (auch “catastrophic inference” genannt, siehe [30]). Entscheidend am Er-
folg einer Adaptationsstrategie mittels Neurogenese ist jedoch die Art der Eindriicke
der neuen Umgebung, d.h. ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung F,.

In einer mathematischen Analyse (Kapitel 5) wurden jegliche Anderungen der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung neocorticaler Aktivitit (fiir beliebige Dimensionen) beschrie-
ben, in denen die Anpassungsstrategie durch Neurogenese die Féihigkeit zur Dekodie-
rung der Gedéchtnisinhalte bewahrt. Andererseits wurden Merkmale der Verteilungen
angegeben, in denen der Adaptationsprozess dazu fithrt, dass trotz Neurogenese und der
Stabilitidt des Kodierers der Kode fritherer Erinnerungen vom Dekodierer “vergessen”
wird.

Da die Situationen des Erfolgs der Adaptation mittels Neurogenese im Modell ma-
thematisch exakt charakterisiert wurden, kénnen Riickschliisse auf den Erfolg der Stra-
tegie in biologisch plausiblen Situationen gemacht werden. Dazu wollen wir zunéichst die
verschiedenen Fille des Umgebungswechsels diskutieren, bevor wir dann auf das Modell
selbst zu sprechen kommen. Abschlielend folgt ein Vergleich mit anderen Arbeiten und

ein Ausblick tiber mégliche Richtung zukiinftiger Studien.

67
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6.1 Adaptationsprozess

6.1.1 Ahnlich komplexe Umgebungen

Wir sind davon ausgegangen, dass neocorticale Aktivitdtsmuster einer Umgebung zu-
einander dhnlich sind und sich in relativ wenigen, wesentlichen Merkmalen unterschei-
den (siehe Abs. 4.4). Beim Umgebungswechsel des Experiments wurden die informa-
tiven Komponenten beliebig anderen Dimensionen zugesprochen. Die Komplexitéit der
Umgebung, gemessen an der Anzahl relevanter Dimensionen, blieb jedoch erhalten. Je
weniger relevante Dimensionen bei konstanter Neuronenzahl nun tatséchlich existieren,
desto hoher ist die Wahrscheinlichkeit, dass die bestehenden Neurone des Kodierers
keine wesentliche Information der neuen Eindriicke kodiert, also nur noch “Rauschen”
auffingt. In einer solchen Situation ist nicht die Stabilitit des Kodes, sondern die Ad-
aptation an neue Eindriicke kritisch fiir den Erfolg der Adaptationsstrategie mithilfe
von Neurogenese (SYY, Gl 4.2), denn der Kode der Gedéichtnisinhalte bleibt in die-
ser Situation erhalten (vergl. Abb. 5.2 B). Die durch Neurogenese hinzukommenden
Gewichte des Kodierers miissen jedoch die gesamte Information der neuen Umgebung
aufnehmen. Ist diese tatsichlich von gleicher Komplexitéit, miisste sich die Anzahl der
Neurone daher ungefihr verdoppeln, um neue Eindriicke akkurat rekonstruieren zu
kénnen. Dies ist nicht realistisch, denn erstens wiirde die Redundanzreduktion fiir beide
Sorten Eindriicke ineffektiv werden (ihre kodierte Reprisentation ist doppelt so grof3),
und zweitens widerspricht eine Verdopplung biologischen Tatsachen, da die Zahl neuer
Neurone klein gegeniiber der Anzahl bestehender ist [22]. Zwar kénnte man die Strate-
gie insofern erginzen, dass auch ein Teil der bestehenden Neurone plastisch adaptiert,
dies wiirde aber zur Lasten der Stabilitit des Kodes gehen.

Wir kénnen also zusammenfassen, dass eine Adaptation mithilfe der Bildung neuer
Neurone in Situationen eines vollstidndigen Wechsels der Merkmale neocorticaler Muster

ungeeignet erscheint.

6.1.2 Wachsende Komplexitit: “Erfahrung sammeln”

Man konnte das Experiment auch dahingehend interpretieren, dass die Maus in der
zweiten Umgebung neue Erfahrungen sammelt, spéiter jedoch mit dem Gesamtschatz
an Erfahrungen lebt; am Ende des Experiments befindet sich die Maus sozusagen in
beiden Umgebungen gleichzeitig, also insgesamt in einer komplexeren Umwelt.
Tatsédchlich stellt das Protokoll des Experiments das Modellsystem vor hoheren
Anforderungen an Stabilitdt und Plastizitét, als es fiir eine Interpretation als das Sam-
meln von Erfahrung nétig wére. Denn in der neuen Umgebung wird die Maus aus-
schlieBlich mit neuen “Erfahrungen” konfrontiert; wir haben dies im vorhergehenden
Abschnitt besprochen. Realistischer wire es, wenn die Maus zuséitzliche Erfahrungen
in ihrer bekannten Umwelt aufnimmt. Zwar wissen wir nicht, inwiefern sich Erfahrun-
gen tatséchlich in der Statistik der Aktivitdt des Neokortex duflern, wir kénnen aber
aufgrund der mathematischen Analyse (siehe Abs. 5.4) die Arten von Erfahrung ge-
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nau definieren, fiir welche sich eine Adaptationsstrategie mithilfe von Neurogenese in

unserem Modell lohnt. Wir kénnen die Arten von Erfahrung wie folgt charakterisieren.

1. Die Aktivitit assoziativer Areale wird komplexer, d.h. es kommen charakteristi-
sche Merkmale hinzu.

2. Die charakteristischen Merkmale neuer Eindriicke unterscheiden sich nur durch

die Aktivitdt weniger neocorticaler Neurone von den bekannten Eindriicken.

Im ersten Fall kodieren neu gebildete Neurone die hinzukommenden relevanten Di-
mensionen, im zweiten Fall ergidnzen sie die Kodierung, um den niedrigdimensionalen
Teilraum der Anderungen zu vervollstindigen (siehe Abs. 5.3.3). In beiden Fillen wird
durch neue Neurone die Stabilitit des Kodes gewahrt. Dazu werden nur wenige Neu-
rone bendtigt, was mit experimentellen Beobachtungen ibereinstimmt [22]. Insgesamt
scheint das Sammeln von Erfahrung im oben genannten Sinne im Einklang mit einer

Neurogenese gestiitzten Adaptation zu stehen.

6.1.3 Unabhingige Umgebungen: Mdogliche Aufgabe des Speichers

Eine beliebige Drehung der Hauptkomponenten ist, im Gegensatz zur wachsenden Kom-
plexitit, nur eingeschrinkt fiir eine Adaptationsstrategie mit Neurogenese (SEG) ge-
eignet (siehe Abs. 6.1.1). Mathematisch betrachtet ist jedoch der Kodierer der alten
Neurone K, “fast immer” mit allen Hauptkomponenten der (beliebigen) b-Verteilung
korreliert. Dies ist im zweidimensionalen anschaulich. Ist ndmlich der Kodierer ein be-
liebiger 2D-Vektor, liegt er praktisch nie orthogonal zu einem der beiden Eigenvektoren
von B, die wir uns auf den Koordinatenachsen vorstellen. Einerseits konnte dieser ma-
thematisch hiufige Fall biologisch eher selten sein; der Zusammenhang von Neurogenese
mit “Erfahrungen sammeln” deutet dies an (siehe oben). Andererseits wire der Speicher
CA3 in der Lage den Dekodierer zu stabilisieren. Wir wollen die Idee nidher erldutern.

Der Speicher hat a-Muster gespeichert, wenn das Modellsystem mit b-Mustern kon-
frontiert wird. Die Gedichtnisinhalte konnten in Umgebung II dem Dekodierer zusétz-
lich zu den aufgenommenen Eindriicken préisentiert werden, etwa durch spontane Akti-
vierung der Inhalte [7]. Der Dekodierer wiirde so gleichzeitig Muster beider Verteilungen
dekodieren, er “sieht” daher effektiv Muster einer Kovarianzmatrix C = a A+(1—«) B,
wobei a das Verhiltnis von aktivierten Gedéchtnisinhalten zu verarbeiteten neuen Ein-
driicken ist. Durch die Summierung beider Kovarianzmatrizen werden, mit Erhéhung
des Anteils «, die Hauptkomponenten von C denen von A angeglichen, so dass der
Dekodierer stabilisiert werden kann (siehe Abs. 5.3). Abb. 6.1 stellt die Wirkung einer
Variation von « auf die Stabilitdt des Dekodierers dar. Man sieht, dass schon durch
kleine Verhiltnisse o die Wiederherstellung gespeicherter Muster nach einer “gemisch-
ten” Adaptation deutlich verbessert ist; ab a &~ 1/3 scheint der Kode der a-Muster
ausreichend gut bewahrt.

Spontane Aktivierung von Gedéchtnisspuren im Hippokampus ist ein bekanntes
Phénomen und wird hiufig mit dem Transferieren der Inhalten in ein (corticales) Lang-
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Abbildung 6.1: Aktivierung gespeicherter Inhalte. Der Rekonstruktionsfehler £a|c(g,qa) (“Be-
kanntheitsgrad”), mit C(6,a) = a A + (1 — a) B(#), ist ausgewertet. Bei dem Adaptationspro-
zess an b-Muster hat der Dekodierer im Verhiltnis o gespeicherte a-Muster und unbekannte
b-Muster gemischt verarbeitet. # variiert Kovarianzmatrizen B(6) (siehe unten). Der Fehlerwert
EA|C(9,a) ist gro, wenn die Rekonstruktion von a-Mustern nach dem Adaptationsprozess des
Dekodierers schlecht ist. Die Kodierung ist optimal fiir a-Muster und wird durch die Adaptation
nicht verdndert, K, ~ A; (Es wird also analog zu Abb. 5.1 nur der Raum senkrecht zu Ky 1 be-
trachtet, vergl. Abschnitt 5.3.1). Die Kovarianzmatrizen sind gegeben durch A = diag(0.9,0.1)
und B(#) = R(A)AR()7, die um den Winkel § gedrehte Kovarianzmatrix A (R(#) sind Rota-
tionsmatrizen). Das Verhéltnis @ = 0 entspricht der Situation, in der im Adaptationsprozess an
B keine Speicherinhalte zur Hilfe genommen werden, um den Kode der a-Muster zu stabilisie-
ren. Fiir & = 1 findet keine Adaptation an die b-Muster statt, die Rekonstruktion der a-Muster
ist also optimal geblieben (Fehlerwert 0.1, i.e. der kleinste Eigenwert von A). Ist B im rech-
ten Winkel zu A gedreht, verindert der Adaptationsprozess den Dekodierer nicht, unabhiingig
vom Mischverhiltnis «. Denn dann spannt K, einen Eigenraum von B auf (vergl. Abb. 5.2 A).
Bei Winkeln 6 = ¢* (siche Abs. 5.3.1) ist der Rekonstruktionsfehler der a-Muster dagegen am
grofiten (vergl. Abb. 5.1).
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zeitgedichtnis in Verbindung gebracht, (Konsolidierung) [51, 28]. In unserer Uberlegung
wiirde der Speicher durch spontane Aktivierung zusitzlich fiir die korrekte Dekodierung
seiner Inhalte sorgen. Dazu muss die Dauer des Zwischenspeicherns von Information
im Hippokampus ldnger sein, als das Intervall, fiir das eine Adaptation der Kodierung
notwendig wird. Diese Annahme scheint gerechtfertigt, da zumindest im Menschen
Gedéchtnisinhalte z.T. mehrere Jahre hippokampusabhéngig sind [30, 32].

6.2 Biologische Plausibilitét

Unser Modell beschrinkt die tatsichliche Konnektivitit und Komplexitéit des Hippo-
kampus stark (vergl. Abschnitt 2.1), und kann daher nur als erster Versuch gelten,
die Funktion der Neurogenese zu eruieren. Das Ziel dieser Arbeit ist es, die prinzipi-
elle Eignung einer Adaptationsstrategie mithilfe von Neurogenese zu untersuchen, und
nicht ein Detail getreues Abbild des Hippokampus zu entwerfen. Deswegen ist es not-
wendig, Ergebnisse und Erfordernisse des Modells auf ihre biologische Plausibilitdt zu

iiberpriifen.

6.2.1 Modell

Wir haben gezeigt, dass der optimale Kodierer einen “Eigenraum” aufspannt. Derartige
Gewichtsverteilungen sind mit der Hebb’schen Lernregel zu erreichen [18]. Hebb’sche
Plastizitéit ist an Synapsen des Tractus perforans und den Moosfasern (Kodierer) und
auch an den Schaffer-Kollateralen (Dekodierer) nachgewiesen worden (siehe Abs. 2.1).
Die Orthogonalitit der Gewichte des Kodierers kénnte durch inhibitorische Neurone
gewihrleistet werden [11]. Diese Ergebnisse sind daher mit der Biologie vereinbar.

Die Linearitéit der Kodierung in unserem Modell ist eine starke Vereinfachung, da
Neurone nichtlineare Systeme sind [18]. Die Aktivitdt der Neurone zeigt Phinomene
der Séttigung, so dass z.B. stark verzerrende Vektoren des Dekodierers (vergl. Tab. 4.3)
biologisch nicht plausibel sind. Fiir Aktivitaten unterhalb der Sattigungsschwelle ist der
lineare Ansatz als erste Ndherung giiltig, eine lineare Kodierung ist deshalb aufgrund
ihrer analytischen Einfachheit gewdhlt worden.

Das Modell als solches wurde bereits im Abschnitt 3.1.2 mit der biologischen Grund-
lage verglichen. Dort haben wir jedoch den Punkt zuriickgestellt, inwiefern das Zu-
sammenfassen aller corticalen und aller hippokampalen Neurone zu jeweils einer lo-
gischen Neuronenschicht gerechtfertigt ist (siehe Abb. 3.2). Wihrend wir ersteres im
Abschnitt 6.4 diskutieren, kommen wir jetzt auf das Zusammenfassen der Hippokam-
pusneurone zu sprechen. Es stellt sich die Frage, ob das Vergrofliern der verborgenen
Schicht mit dem physiologisch auf den GD beschrinktem Wachstum der Neurone ver-
gleichbar ist. Da auf dem Weg zum GD unserer Vorstellung zufolge die Kodierung
erfolgt, ist die Frage fiir den Kodierer positiv zu beantworten. Das Wachstum des De-
kodierers ist dagegen unrealistisch. Wiirde der Dekodierer im Modell nicht mitwachsen,

wiirden die “alten” Gewichte des Dekodierers die Aufgabe iibernehmen miissen, die
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“Ausgabedaten” neuer Neurone im Kodierer mitzubearbeiten. Denn neue und alte Neu-
rone des Kodierers projizieren dann ihre Darstellung neocorticaler Information auf eine
Neuronenschicht konstanter Dimensionalitéit, i.e. auf die Neurone des Dekodierers. Das
fithrt dazu, dass die kodierten Darstellungen von neuen und alten Neuronen (aus Sicht
des Dekodierers) miteinander korreliert sind, sofern sie gleichzeitig aktiv sind. Korrela-
tion der kodierten Darstellungen haben wir als besonders ungiinstig auf die Stabilitét
des Dekodierers wirkend identifiziert (vergl. SEG gegeniiber SEG in Tab. 4.2, 4. Spal-
te). Der Schliissel fiir dieses Problem konnte die Erzeugung einer kodierten Darstellung
sein, die durch ihre Spérlichkeit Korrelationen zwischen Mustern vermindert [18].

Die lineare Kodierung unseres Modells, welche die Komponenten gréfiter Varianz
zur Darstellung benutzt (PCA), garantiert keine spérliche Aktivitidt der verborgenen
Schicht. Zwar konnten spérliche neocorticale Muster sich auf die Sparlichkeit des Kodes
der verborgenen Schicht auswirken (neuronale Verteilungen werden u.a. als hypergeo-
metrisch modelliert [29]), dies wiirde aber wahrscheinlich nicht ohne weiteres den ho-
hen Grad der Spérlichkeit im GD erkliren, der experimentell gefunden wird (nur 0.4%
gleichzeitig aktive Zellen, siche Abschnitt 2.3).

Verdnderte Kodierungsschemen kénnten einen spérlicheren Kode im GD erzeugen.
Wiirden zum Beispiel nicht die Komponenten grofiter Varianz, sondern diejenigen, wel-
che statistisch am “unabhingigsten” sind, zur Darstellung neocorticaler Muster ver-
wendet, konnte die Korrelation zwischen Mustern im GD vermindert werden (Analyse
unabhingiger Komponenten, ICA). ICA ist mit der Maximierung der Spérlichkeit ver-
wandt und wurde deshalb in der Literatur als Schema fiir die Kodierung des Hippo-
kampus bereits motiviert [24]. Inwiefern sich das veréinderte Kodierungsschema dann
tatsdchlich auf die Stabilitdt des Dekodierers auswirkt, miisste in einer Erweiterung des

Modells analysiert werden.

6.2.2 Neurogenese

Neurogenese ist ein komplizierter Prozess, der von der Proliferation von Stammzellen
iiber die Differentation bis zur Reife mehrere Wochen dauert [47]. Unser Analogon
der Neurogenese, das plotzliche Entstehen neuer neuronaler Einheiten der verborge-
nen Schicht, ist offensichtlich eine grobe Abstraktion der natiirlichen Vorginge. Die
genannte Zeit von vier Wochen zur Bildung neuer Neurone ist jedoch nicht direkt mit
der Neurogenese unseres Modells zu vergleichen. Wir betrachten ndmlich die funktio-
nelle Aktivierung neuer Zellen, ein Prozess, der wesentlich kiirzer dauern diirfte als die
Entstehung neuer Zellen im physiologischen Sinn [16].

Die Plastizitidt der synaptischen Gewichte “neuer” Neurone gegeniiber der Stabi-
litiit der Gewichte “alter” Neurone, wie wir es fiir unsere Adaptationsstrategie (SY¢)
fordern, ist experimentell weder nachgewiesen noch widerlegt [24]. Es miissen Experi-
mente zeigen, ob diese Hypothese so oder dhnlich (etwa durch ortsbedingtes, plastisches
Verhalten der Neurone [24]) zutrifft.

Bildung neuer Neurone ist in unserem Modell {iber die Auswertung des Rekonstruk-
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tionsfehlers regulierbar. Ist er grofl, miissen Kodiererneurone gebildet werden, um die
Kodierung der relevanten Information zu gewéhrleisten. Wir haben bereits zur Motivie-
rung des Modells darauf hingewiesen (siehe Abs. 3.1.2), dass der Fehler moglicherweise
in Schichten des EC ausgewertet wird [7]. Tatséchlich wird die Fahigkeit des EC zur Re-
gulierung der Neurogenese in der Literatur genannt [17]. Aus Sicht des Modells kénnte
auch die Modifikation der synaptischen Gewichte des Dekodierers Neurogenese indu-
zieren, die Ausrichtung neuer Neurone im Kodierer wiirden dann die sich anbahnende
Verdnderung des Dekodierers Einhalt gebieten koénnen.

6.3 Vergleich mit anderen Arbeiten und Ausblick

Die Funktion neuer Neurone im Hippokampus ist nicht bekannt [24, 4] und theoretische
Arbeiten iiber den Hippokampus und seine Funktionen (z.B. [20, 42, 30, 26, 10, 29])
lassen den Aspekt der Neurogenese aufien vor oder weisen ihr nachtréglich eine Funktion
zu [50].

Die Architektur unseres Modells (Autokodierer Abb. 3.2) ist ein in der Theorie be-
kanntes kiinstliches Netzwerk [18], Effekte des Wachstums der verborgenen Schicht wur-
den hier jedoch nicht untersucht. Interessanterweise wird gerade ein solches Autokodie-
rernetzwerk als Konzept eines “Neuheitsdetektors” fiir Informationverarbeitungen vor-
geschlagen [41], eine Eigenschaft die auch dem Hippokampus nachgesagt wird [25, 48].
Es wird auf Plastizitédts-Stabilitdts-Dilemma in einem &dhnlichen Netzwerken hingewie-
sen (siehe [30]), ein Wachstum von Neuronen wurde aber hierbei nicht als Losung
diskutiert.

Es gibt jedoch Arbeiten, die sich mit wachsenden, kiinstlichen neuronalen Netzwer-
ken auseinandersetzen (z.B. [9, 12, 36]), welche jedoch mehr den Nutzen derartiger
Systeme in der Technik als ihre biologische Relevanz in den Mittelpunkt stellen. Im
“Cascade-Correlation” Netzwerk [9] wird, dhnlich wie in unserem Modell, von neurona-
len Einheiten zwar der quadratische Fehler minimiert, neue Neurone bearbeiten jedoch
auch das Ausgangssignal der bestehenden Neurone, so dass ein mehrschichtiges Netz-
werk aufgebaut wird. Da granulire Zellen im Hippokampus Axone in die CA3-Region
aussenden, ist eine solche Architektur hier nicht anwendbar.

6.4 Grenzen und Ausblick

Autoassoziativspeicher (wie CA3 [42]) kénnen, in ihrer Implementierung als (graduelles)
Hopfieldnetz [19] pro Dimension, i.e. Neuron, hochstens zwei (reele) Werte speichern. In
der Kodierung unseres Modells sind jedoch die Hauptkomponenten der Verteilung neo-
corticaler Muster erfasst worden, d.h. die Komponenten mit der grofiten Varianz. Ein
Neuron der verborgenen Schicht veréindert seine Feuerrate daher iiber einen moglichst
groflen Bereich. Es erscheint unsinnig, diese informative Schwankung der Feuerrate

durch nur zwei Werte im Speicher abzulegen, zumal dann gerade die charakterisieren-
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den Schwankungen der Muster wieder aufgehoben werden wiirden; von der Ausgabe
des “Eckenneurons” (siehe Abs. 3.1.3) konnte der Speicher beispielsweise nur “wenige”
und “viele” Ecken unterscheiden. Es muss also eine Umwandlung des (angenommenen)
Ratenkodes in einer Art bindren Kode auf dem Weg zum Speicher existieren (siehe
unten).

Im Modell sind wir davon ausgegangen, dass die Anzahl der Neurone, die direkt
auf den GD (die verborgene Schicht) projizieren, grofler als die Anzahl der Neurone
im GD ist. Natiirlich gibt es im Neokortex sehr viel mehr Neurone als im Hippo-
kampus [21]. Es wird jedoch in der Literatur angenommen, dass die Projektionen des
Neokortex zunéchst auf Schichten des entorhinalen Cortex miinden und nicht direkt
auf GD [29, 42]. Da die Anzahl der Neurone in Schicht II des EC, aus der nachweislich
Axone zum GD gesendet werden (siehe Abs. 2.1), kleiner ist als im GD (Verhéltnis
1:12 im Menschen, siehe Abschnitt 2.1), wiirde die Kompression neocorticaler Muster
an Neuronen des EC stattfinden und nicht im GD, wo jedoch die Neurogenese statt-
findet. In der Tat schreiben manche Theorien die Dimensionsreduktion neocorticaler
Muster in dhnlicher Form, wie wir sie beschrieben haben (jedoch ohne Neurogenese),
den Verbindungen zwischen Neokortex und EC zu [29].

Die vorgeschlagene Adaptationsstrategie mittels Neurogenese wiirde mit einer grofie-
ren Anzahl EC-Neurone als Neurone der verborgenen Schicht nicht funktionieren, denn
sie basiert auf der Annahme eines “Flaschenhalses”, d.h. einer Dimensionsredukti-
on (siehe Abs. 3.1.3). Die Idee der Strategie, dass zusétzliche, charakteristische Kom-
ponenten der Information durch hinzukommende Neurone kodiert werden, wéihrend
bestehende den Kode konservieren, kénnte mit einer abgewandelten Art der Kodierung
jedoch trotzdem zutreffen. Zum Beispiel konnte eine erste Umwandlung von Ratenkode
in einen zum Speichern notwendigen bindren Kode von den Neuronen des Gyrus denta-
tus bewerkstelligt werden. Wiirde etwa die Frequenz (oder ein anderes kontinuierliches
Merkmal) der EC-Neurone in, sagen wir 10, Stufen aufgeteilt, entspriche dies einer
effektiven Projektion der EC-Frequenzmuster in einen (10-mal) héher dimensionalen
Raum. Dazu miissten GD-Neurone fiir verschiedene Frequenzbereiche der EC-Neurone
sensitiv sein. Nach dieser Uberlegung wiirden die GD-Neurone die in der vorliegenden
Arbeit beschriebene Redundanzreduktion ausfithren, nur dass die Eingangsdaten zur
verbogenen Schicht aus diesem (effektiv) hochdimensionalen Raum kdmen. Ein der-
artiges Schema wire aus weiteren Griinden plausibel. Zum einen wiirde eine solche
Kodierung einen spérlichen Kode im GD hervorrufen, denn ein EC-Neuron kann of-
fensichtlich nur mit einer Rate zur Zeit feuern, so dass in unserem Beispiel hochstens
1/10 der GD-Neurone gleichzeitig aktiv sind. Eine spérliche Verteilung der Feuerraten
ist charakteristisch fiir den GD [29, 42]; dieser Aspekt wurde in der bisherigen Formu-
lierung des Modells nicht beriicksichtigt (siehe oben). Zum anderen ist der GD Unter-
suchungen zufolge in der Trennung von Mustern involviert [25]. Eine Diskretisierung
der Feuerraten wiirde eine Trennung von Mustern in natiirlicherweise erméglichen; man

erkennt die Effektivitit der Trennung auch an der Spérlichkeit der erzielten Kodierung,
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denn spérliche Reprisentation ist ein Weg Muster zu orthogonalisieren [18].
Ob eine derartige Kodierung stattfindet oder ob andere Kodierungsmechanismen
vielversprechender sind (z.B. “overcomplete ICA” [27]), miissen zukiinftige Studien

zeigen.

6.5 Schlusswort

In dieser Arbeit wurde die Idee untersucht, ob die funktionelle Bedeutung der Neuro-
genese in der Losung des Konflikts zwischen Stabilitdt und Plastizitét liegen konnte.
Es wurden numerische und analytische Resultate présentiert, welche die Idee unter
bestimmten Bedingungen unterstiitzen. Auf der anderen Seite wurden jedoch auch Si-
tuationen beschrieben, die — zumindest im einfachen Modell — problematisch fiir die-
se Theorie sind. Das Modell kann aufgrund seiner Einfachheit die Antwort, ob die
Hauptaufgabe der Neurogenese in der Adaptation einer Kodierung zu suchen ist, nicht
endgiiltig entscheiden. Es miissen daher weiterfiithrende, detailliertere Studien folgen,
um die kognitive Funktion adulter Neurogenese in einem Bereich des Gehirns zu ver-

stehen, der uns (moglicherweise) in diesem Prozess des Lernens unterstiitzen wird.



Anhang A

Mathematischer Anhang

A.1 Beweise

A.1.1 Extremum aus GIl. 3.21 ist Minimum.

Die Matrix I' = (v;;) := K (xx”) K" ist eine invertierbare Matrix, da wir (xx)
als invertierbar und den Hochstrang von K voraussetzen. Dann blieb zu zeigen, ob
das einzige gefundene Extremum D°P' tatséichlich ein Minimum ist. Entwickelt man e
um DC°P* in den Variablen D = (d;;) in eine Taylorreihe und bricht nach der zweiten

Ordnung ab, so erhélt man, mit &;; := d;; — dl]p , folgendes Ergebnis.

e-ex = Z(@dz; adeFDT> St + O

= 2 <83U

- deﬂsl> &iiée + O(€2)
ikl 5

= > yubisa + O(E%)
il

= D ETE+0E) (A1)

Dabei sei &; € R™ der i-te Zeilenvektor der Matrix D — DOPt,

Die Matrix I ist aufgrund ihrer Struktur eine positiv semidefinite Matrix. Denn es
gilt folgende Aquivalenz [34]: eine reele, quadratische Matrix X ist positiv semidefinit
und symmetrisch, g.d.w. eine Matrix Y existiert, mit X = Y?'Y. AuBerdem éndert Mit-
telwertbildung nichts an der Definitheit der Matrix. Da I' als invertierbar vorausgesetzt
ist, folgt aus der Symmetrie von I' sogar die positive Definitheit (detT' = []; \; # 0,
also insgesamt A; > 0. \; seien die Eigenwerte von I'). Damit gilt fiir &, # 0

& TE > 0. (A.2)

In der Nihe des Optimums kénnen Terme hoherer Ordnung in € vernachlissigt werden,
so dass in einer Umgebung von e gilt:

e—ex >0 (A.3)
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Damit ist gezeigt, dass D°P' mit den gemachten Voraussetzungen (konstante Di-
mensionen aller Schichten, Regularitdt von I') tatséchlich das Minimum ist.

A.1.2 Beweis von GIl. 3.60

Sei P = (I-D'(K,Px)K), wobei x € R* und K € R mit m = RgK
Hochstrang. Die Spektraldarstellung der Kovarianzmatrix sei <xxT> =37, Awiwl

und A; > 0. Dann sind folgende Aussagen dquivalent
1. PT =P
2. BildKT = Bild D°P*
3. BildK” = Bild (xx’) KT

4. 3T CN,: (w;|i € Z) =Bild (xx’ ) K"

Beweis 1. «<— 2.7

Da offensichtlich P = (I — P) genau dann symmetrisch ist, wenn P symmetrisch ist,
reicht es, die Aussage fiir P = D°P'K nachzuweisen. Zunichst gilt

Px=x, <= x € BildD" (A.4)

Denn einerseits gilt mitm := Kx die Aussage x = Px = D°?'’Kx = D°'m, d.h. x
ist Linearkombination der Spaltenvektoren von D°P' und damit x € Bild D', Ande-
rerseits gilt ist y als Linearkombination von D°P' darstellbar, folgt BildDP' 5 y =
D°P'm’ = D°P'KD'm’ = Py wegen KD°* =1 (Gl. 3.24).

Weiter ist wegen Kx = 0 <= x € Kern K und P = D°P'K offensichtlich

Px=0, <= xe&cKemK. (A.5)
Die entsprechenden Aussagen iiber P7 = K Dort? folgert man analog. Diese sind
Plx=x <= xeBildK' (A.6)
und

P'x=0 <= x¢cKemnD®". (A.7)

Ist nun P = P7 gilt natiirlich auch Px = P”x und mit Gl. A.4 und Gl. A.6 ergibt
sich sofort Bild K'' = Bild D°P*.

Setzt man Bild KT = Bild D°P* voraus, folgt auch Kern K = Kern DoP*" Da sich
jeder Vektor x € R” aus zwei Vektoren xp € BildK” und xx € Kern K zusammenset-
zen lisst,x = xp + Xy, weil Basen von Kern K und Bild K” zusammen eine Basis des
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R"™ ausmachen, konnen wir ableiten

Px =Pxp + Pxg

[Gl. A4 bzw. GL. A5 ] =xp+0
[GL. A6 bzw. Gl A.7 ] =Plxp +PTxg
=PTx (A.8)

Da x € R” beliebig war ist damit P = P’ gezeigt.

Beweis “2. «<— 3.”

Zu zeigen ist, dass die Vektoren der Matrix D°P* = (dy,...,d,,) als Linearkombinatio-
nen der Vektoren der Matrix M = (xx’ ) K’ = (mj,...,m,,) darstellbar sind. Nach
der Gleichung fiir DP' (GIL. 3.21) gilt

D% = M (K (xx")K”) ™" (A.9)
= MN, (A.10)

nennt man N = (v;5) := (K (xx") KT)_I. Man hat daher V j
m
dj = Z Vj;m. (All)
i=1
Dies war zu beweisen.

Beweis “3. <= 4.7

Sei <XXT> =37, )\iwiwiT, wie es oben vorausgesetzt wurde. Da die Eigenvektoren w;,
i € N, eine Basis des R" sind, lisst sich K!' = (ky,...,k,,) durch sie darstellen

kj = Z,ujiwi. (A.12)
i=1
Damit folgt
M = (xx")K7] m; = (xx' ) k; (A.13)
n n
[Gl. A.12] = Z Aiwiw Z WjsWs (A.14)
1=1 s=1
[wi wy = 0is] = Z Aifhji Wi (A.15)
i=1

Ist nun BildK”" = Bild <xxT> K" vorgegeben, ist jede Linearkombination ZTZI p;m;
durch eine Linearkombination der Gewichtsvektoren 27:1 v;k; darstellbar. Wihlen wir

eine Linearkombination, folgt mit Gl. A.15 zunéchst

n

Yopmi= [N pjugi | wi. (A.16)
j=1 j=1

=1
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und somit

n

m m
SN e | wi= vk (A.17)
i1 =1 j=1
Da die p; beliebig sind und ); > 0 gilt, fordert die Gleichung, dass die Vektoren
w;, i € N, den Raum BildK” aufspannen. Da die Eigenvektoren eine Basis der R”
sind, diirfen nur fir ¢ € Z C N, mit |Z| = RgK = m die Vorfaktoren von w; in
Gl A.17 ungleich Null sein (dies wird erreicht durch die pj;). Das bedeutet insgesamt
(wili € T) = BildK”, was zu zeigen war.

Setzt man (w;|i € Z) = BildK” voraus, bedeutet dies kj = ;.7 0;;w; und einge-
setzt in GL. A.13

m; = Z)\iWiWZTZO'jSWS (AIS)
=1 sel
[wiws = dis] =3 Xiojiwi (A.19)
1€l

egen m,; = (XX i 1st damit B1 =B XX ezelgt.
Weg j Yk ist damit Bild K” = Bild (xx”') K" gezeig

A.1.3 Beweis von GI. 3.29

Wir wollen unter den gleichen Voraussetzungen wie in Abschnitt A.1.2 mit DP' =

(dy,...,d,,) und KT = (ky,...,k,,) folgende Aussage nachweisen:

BildK” = BildD und k'k; =0,i #j — d;= €N, (A.20)

1
—k
k|2

Sei Bild K" = Bild D°P* und die Orthogonalitiit von K vorgegeben. KDP' = I (G1. 3.24)
bedeutet in Vektorschreibweise kdej = 0;5. Daher folgt

m

[BildK” = Bild D°P!] di =) pijk; (A.21)
j=1

[kid; =k{k; =0, i #j] = piiki (A.22)

1
k2’

Daraus ergibt sich wegen k! d; = 1 sofort yu;; = was zu zeigen war.

A.1.4 Beweis von Gl. 5.14
Mit Voraussetzungen wie in Tab. 5.1 wollen wir die Aussage
BildD2 = BildD? und K, . BKL = ©® <= BildK. = (vj|j € J CN,) (A.23)

beweisen. v; seien (orthonormale) Eigenvektoren von B.
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Richtung “="”

Wir setzen Bild DA = Bild DB voraus. Da K, optimal fiir a-Muster ist, spannt K,
einen Eigenraum von A auf. Damit gilt Bild K. = Bild D2 (GI. 3.28 und GI. 3.26).
Nach der Voraussetzung gilt dann auch Bild K. = BildDB. Da DB ebenfalls zu K,
optimal ist (wegen K, . BK! = @, siehe Gl. 5.1), kénnen wir analog schlussfolgern
(GL. 3.28 und GL. 3.26), dass K, auch einen Eigenraum von B aufspannt, was zu zeigen

war.

Richtung “«<=”

Sei nun BildKI = (v;|j € J C N, ) vorausgesetzt, der Kodierer K, spannt also einen
Eigenraum von B auf. Daraus ergibt sich sofort (“4 = 3” aus Abschnitt A.1.2)

BildK! = BildBK (A.24)

Dadurch folgt wegen KaKgL = © schon KaBKEL = ©. Der Rest ergibt sich wie
oben: Da K, Eigenrdume beider Kovarianzmatrizen aufspannt, sind auch die Bilder
der optimalen Dekodierer gleich, Bild D2 = Bild DB.
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