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Kapitel 1EinleitungErfahrungen k�onnen si
h in plastis
hen Modi�kationen des zentralen Nervensystemsmanifestieren [17℄. Dazu geh�oren �Anderungen der St�arke synaptis
her Verbindungen,Reorganisation der Konnektivit�at des neuronalen Netzes dur
h Axon- und Dendriten-wa
hstum, sowie die Bildung neuer Neurone [17℄. Neurogenese ist jedo
h auf einige Be-rei
he des Gehirns bes
hr�ankt [4℄, u.a. entstehen in einer Substruktur des Hippokampusvieler Spezies, eins
hlie�li
h Primaten [17℄, zeitlebens neue Neurone [3℄. Verhaltensexpe-rimente an M�ausen legen die Vermutung nahe, dass Neurogenese im Hippokampus mitLernen und der Aufnahme von Erfahrungen im Zusammenhang steht [4, 5, 14, 22, 23℄.Beispielsweise s
heint ein K�a�g, der M�ausen mehr M�ogli
hkeiten zur Interaktion mitder Umwelt bietet als ein Verglei
hsk�a�g, Neurogenese im Hippokampus zu stimu-lieren [23℄. Die kognitive Funktion adulter Neurogenese im Hippokampus ist jedo
hunbekannt [4, 17℄.Ein intakter Hippokampus ist notwendig f�ur die Aneignung von Ged�a
htnisinhal-ten [21, 30℄. Er s
heint daf�ur zust�andig zu sein, die Integration multimodaler Informati-on aus nahezu allen assoziativen Hirnarealen zu einem gemeinsamen Produkt neurona-ler Aktivit�at zu vollziehen. Die Funktion einer sol
hen Kompression ho
hdimensionalerInformation zu einem niedrigdimensionalen Abbild hat zur Hypothese gef�uhrt, dass dasEntstehen neuer Neurone ein Ph�anomen der Adaptation dieser Kodierung an Ver�ande-rungen der Statistik neuronaler Aktivit�at ist [22, 24℄.Da n�amli
h angenommen wird, dass der Hippokampus die komprimierte Informati-on spei
hert [39, 42℄, und die Ged�a
htnisinhalte w�ahrend des Erinnerns in die neo
or-ti
alen Areale zur�u
k projiziert werden, tri�t auf dieses System eine Form des Plasti-zit�ats-Stabilit�ats-Dilemmas zu [24℄: Einerseits fordert die EÆzienz der Kompression eineAnpassung an ver�anderli
he Daten, andererseits muss die Dekodierung der Ged�a
ht-nisinhalte trotz Adaptation gewahrt werden [30℄.Anhand eines mathematis
hen Modells wollen wir den Beitrag der Neurogenese zurL�osung des Dilemmas analysieren. Wir untersu
hen deshalb den Adaptationsprozesseines Modellsystems des Hippokampus f�ur �Anderungen der (Statistik der) verarbei-teten Information. Dazu verglei
hen wir vers
hiedene Weisen, wie die Kodierung si
h3



KAPITEL 1. EINLEITUNG 4verhalten k�onnte. Wir werden feststellen, dass in bestimmten Situationen die Bildungneuer Neurone zur Unterst�utzung der Adaptation vorteilhaft ist, w�ahrend sie in ande-ren Situationen keinen Erfolg verspri
ht. Wir 
harakterisieren beide F�alle mathematis
hexakt. Insbesondere zeigt si
h, dass Neurogenese tats�a
hli
h den Kode der Ged�a
htnis-inhalte des Hippokampus stabilisieren kann. Dar�uberhinaus bef�urwortet das Szenariodes \Sammelns von Erfahrungen" in unserem Modell eine Adaptationsstrategie mit-tels Neurogenese, was die erw�ahnten experimentellen Untersu
hungen zu best�atigens
heinen.1.1 �Ubersi
htNa
hdem im n�a
hsten Kapitel auf die biologis
hen Grundlagen des Hippokampus undder Neurogenese eingegangen wird, formulieren wir im dritten Kapitel das verwendetemathematis
he Modell und leiten einige Aussagen �uber das Modell her. In Kapitel 4 ver-glei
hen wir vers
hiedene Adaptationsstrategien in einem numeris
hen \Experiment",das den Adaptationsprozess simuliert. Kapitel 5 bes
h�aftigt si
h mit der mathemati-s
hen Untersu
hung der dur
h Neurogenese gest�utzten Adaptation. Abs
hlie�end wer-den wir die Ergebnisse im Kapitel 6 diskutieren.



Kapitel 2Hippokampus
2.1 Kurzer �Uberbli
k �uber die AnatomieDer Hippokampus ist eine Hirnstruktur des medialen Temporallappens [21℄. Er ist histo-logis
h in mehrere Substrukturen gegliedert (vergl. Abb. 2.1). Er beinhaltet den Gyrusdentatus (GD), die Zellfelder CA1-4 und weitere Strukturen (z.B. Subi
ulum, Presub-i
ulum) [21℄. Der entorhinale Cortex (EC) bildet die S
hnittstelle zwis
hen dem Hip-pokampus und neo
orti
alen assoziativen Arealen [42℄. Information aus dem Neo
ortexm�undet in die S
hi
hten I-III des EC [7℄. Dur
h das Faserb�undel Tra
tus perforans wirdS
hi
ht II des EC mit den granul�aren Zellen im Hilus des Gyrus dentatus, sowie mit denPyramidenzellen in CA3 [7, 44, 21℄ verbunden; dies sind die vorherrs
henden Zellfor-men der jeweiligen Substruktur. In einer Reihe vorw�artsgeri
hteter Fasern bewegt si
hder Hauptinformations
uss vom Gyrus dentatus dur
h die Moosfasern zu den Pyrami-denzellen des CA3-Feldes, von dort �uber die S
ha�er-Kollateralen zur CA1-Region undvia Subi
ulum/Presubi
ulum zur�u
k zum entorhinalen Cortex, jetzt endend in S
hi
htV und VI (siehe au
h Abb. 2.1) [2, 7, 44, 38, 42℄.Neben dem bes
hriebenen 
ir
ul�aren Hauptinformations
uss existieren Querverbin-dungen [42℄. Aus der dritten und f�unften S
hi
ht des entorhinalen Cortex entspringenFasern zum CA1-Zellfeld. Die Zuordnung der S
hi
hten im EC variieren z.T. je na
hSpezies (genaueres in [44℄). Desweiteren gibt es komissurale Fasern, die die Seiten desbilateralen Hippokampus verkn�upfen und Verbindungen zu sublimbis
hen Strukturen,wel
he die allgemeine Aktivit�at des Hippokampus regeln, jedo
h ni
hts mit der verar-beiteten Information als sol
he zu tun haben s
heinen [42℄. S
hlie�li
h sind die rekur-renten Verbindungen innerhalb des CA3-Feldes hervorzuheben, denn dur
h sie besitzendie dortigen Pyramidenzellen eine Interkonnektivit�at von 
a. 5% [42℄.Der Hippokampus empf�angt Information aus praktis
h allen assoziativen Areal desNeo
ortex, z.B. inferior temporaler visueller Cortex, superior temporaler auditoris
herCortex und parietaler Cortex [37, 42℄. Die multimodale Informationen errei
ht via pa-rahippokampalen und perirhinalen Cortex, sowie dem entorhinalen Cortex den Hippo-kampus [29, 37, 42℄. Na
h Verarbeitung kann Information den Hippokampus auf zwei5



KAPITEL 2. HIPPOKAMPUS 6
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RekurrenzAbbildung 2.1: S
hematis
he Darstellung der wesentli
hen Projektionen zwis
hen den Sub-strukturen des Hippokampus (Gyrus dentatus (GD), CA3 und CA1-Region, Subi
ulum (SUB))und 
orti
alen Arealen (entorhinaler Cortex (EC) und neo
orti
ale Areale). Die S
hi
hten desEC sind bezei
hnet. Fette Pfeile markieren den Hauptinformations
uss.Wegen verlassen. Einerseits via Fimbria und Fornix zum Thalamus anterior [37℄. An-dererseits projiziert S
hi
ht V/VI des EC zur�u
k in die erste und zweite S
hi
ht derCortizes, aus denen Information den Hippokampus errei
ht [37℄.Im Mens
hen stehen im GD 
a. 11 � 3 Millionen den 6 � 1:5 und 3 � 1 MillionenNeurone in CA11 bzw. CA2-42 gegen�uber. Subi
ulum und Presubi
ulum umfassen etwa5�1 bzw. 10�2:5 Millionen Zellen [15℄. Die 
a. 8�1 Millionen Neurone des entorhinalenCortex teilen si
h in folgender Weise auf seine S
hi
hten auf (in Millionen): 0:7 (II),3:7 (III), 1:2 (V) und 2:6 (VI) [49℄. Die Aktivit�atsmuster des Hippokampus sind sp�arli
h(0.4% glei
hzeitig aktive Zellen in GD und 2.4% in CA1 und CA3), w�ahrend EC wenigersp�arli
he (7%) und au
h weniger selektive Aktivit�at zeigt [6, 29, 42℄.Im Allgemeinen gibt es eine relativ kleine Population von Interneuronen, die, entge-gen dem Gro�teil der Neurone, inhibitoris
he Synapsen bilden [2, 11℄. An Synapsen desTra
tus perforans, der Moosfasern und der S
ha�er-Kollateralen ist Langzeitpotenzie-rung (LTP) na
hgewiesen worden. LTP bedeutet, dass die EÆzienz der synaptis
henSignal�ubertragung plastis
h moduliert wird, und zwar erfolgt eine St�arkung bei gekop-pelter Aktivit�at von post- und pr�asynaptis
hem Neuron; man spri
ht von Hebb's
herLernregel der synaptis
hen Gewi
hte [21℄. Die Anzahl und Art der ausgebildeten Syn-1Andere Autoren erw�ahnen 16 statt 6 Millionen CA1-Zellen [49℄. Da die kleiner Zahl an alt gestor-benen Mens
hen erfasst wurde, k�onnte die Diskrepanz auf den Befund altersbedingter Abnahme derCA1-Neurone zur�u
kzuf�uhren sein [15, 40℄.2genauer: 2:25 Millionen in CA2-3. 1 Millionen Neurone in CA4.



KAPITEL 2. HIPPOKAMPUS 7apsen der bes
hriebenen Fasern ist sehr vers
hieden. Eine CA1-Pyramidenzellen erh�alt
a. 5 � 105 synaptis
he Eing�angen in Ratten. Ein Drittel der Eing�angen stammt vomTra
tus perforans, die �ubrigen werden von den S
ha�er-Kollateralen gebildet [42℄. Auf-fallend ist die Sp�arli
hkeit der Verbindung der Moosfasern auf Pyramidenzellen in CA3:In der Ratte m�unden h�o
hstens 50 Moosfasern auf eine gegebene CA3-Zelle; in Anbe-tra
ht der Zellzahlenverh�altnisse beider Regionen bildet eine granul�are Zelle des GDalso dur
hs
hnittli
h nur 15 CA3-Synapsen aus [42℄. Moosfasersynapsen s
heinen denPyramidenzellen besonders starke ex
itatoris
he Signale zu vermitteln, m�unden aberau
h auf inhibitoris
he Interneurone [43℄. Desweiteren erh�alt eine CA3-Pyramidenzellesehr viel mehr, jedo
h s
hw�a
here Synapsen des Tra
tus perforans aus EC (
a. 4 � 103in Ratten) und Eing�ange von rekurrenten Fasern (1:2 � 104 in Ratten). Wel
her derdrei Eing�ange die mittlere Spikeerzeugung der CA3-Region am st�arksten beein
usst,ist unklar [43℄.In der vorliegenden Arbeit werden wir den S
hwerpunkt auf den Hauptinformati-ons
uss von EC �uber GD, CA3, CA1, und von hier zur�u
k zu EC, legen und in derModellierung von vielen biologis
hen Details abstrahieren.2.2 Funktionelle Bedeutung des HippokampusDer Hippokampus ist f�ur das deklarative Ged�a
htnis notwendig [21℄. Deklarative Ged�a
ht-nisinhalte sind Formen von Erinnerung, die explizit abgerufen werden k�onnen; dazuz�ahlt die Erinnerung an erlebte Episoden und semantis
hes Wissen [38℄. Das expliziteGed�a
htnis steht im Gegensatz zu unbewussten, motoris
hen Fertigkeiten, dem impli-ziten Ged�a
htnis [21℄.Studien an Patienten mit Hirnl�asionen lassen vermuten, dass der Hippokampus f�urdie Aneignung von Ged�a
htnisinhalten notwendig ist, jedo
h m�ogli
herweise nur als ihrintermedi�arer Spei
her dient [30, 29℄. Denn Patienten behalten na
h der S
h�adigung desHippokampus weit zur�u
kliegende Erinnerungen, w�ahrend k�urzli
he erworbene Erinne-rungen verloren gehen (retrograde Amnesie), desweiteren ist der Bildung neuer Erinne-rungen gest�ort (anterograde Amnesie) [30, 21℄. Daher vermutet man, dass Erinnerungenaus dem Hippokampus als Zwis
henspei
her in ein stabileres Langzeitged�a
htnis ande-rer Hirnarealen transferiert werden (Konsolidierung) [1, 30℄; dies k�onnte w�ahrend desS
hlafs ges
hehen [28℄. Der Prozess der Konsolidierung dauert m�ogli
herweise mehrereJahre f�ur bestimmte Ged�a
htnisformen in Mens
hen [30, 32℄.Verhaltensexperimente an M�ausen und Ratten haben hippokampusabh�angige Lern-probleme identi�ziert (z.B. \Morris-Wasserlabyrinth" [31℄). Insbesondere r�aumli
heAufgaben s
heinen einen intakten Hippokampus zu ben�otigen, so dass der Hippokam-pus zwar von den Einen als eine Art r�aumli
hes Ged�a
htnis bezei
hnet wird [8, 33, 35℄,andere jedo
h allgemeiner die F�ahigkeit zur Integration von Informationen als heraus-ragende Eigens
haft des Hippokampus nennen [42℄. Letzteres wird damit unterst�utzt,dass der Hippokampus am Endpunkt der Reizverarbeitung steht; die Eingangss
hi
ht,



KAPITEL 2. HIPPOKAMPUS 8der entorhinale Cortex, erh�alt Projektionen aus vers
hiedensten Hirnarealen. Diese In-formation wird dur
h eine Zone gr�o�ter Konvergenz, der CA3-Region [40℄, geleitet undkann so zu einem zusammenfassenden Muster neuronaler Aktivit�at integriert werden.Diese integrative Rolle des Hippokampus k�onnte zur Erfassung einer gesamten Szenerieals sol
he notwendig sein und so die Grundlage zur Spei
herung von Episoden oderr�aumli
hen Begebenheiten darstellen (\S
hnapps
huss"-Ged�a
htnis) [38℄.In theoretis
hen Arbeiten wird die CA3-Region wegen ihrer rekurrenten Konnek-tivit�at h�au�g als der eigentli
he Informationsspei
her angesehen [26, 42℄; CA3 �ahnelteinem sp�arli
h verbundenen Autoassoziativspei
her (Hop�eld-Netz [18, 19℄). Diese Re-gion s
heint daher verantwortli
h f�ur das Assoziieren gespei
herter Inhalte [25℄. Demvorgelagertem GD wird die Aufgabe zugespro
hen die Redundanz neo
orti
aler Infor-mation zu vermindern [30℄ und sie dur
h Orthogonalisierung mittels einer sp�arli
heDarstellung dem Spei
her zuzuf�uhren [13, 25, 42℄. Eine derartige Kodierung des GD er-s
heint sowohl f�ur das Konzept der Integration von Information, als au
h aus Gr�undender Spei
herkapazit�at von CA3 notwendig [42℄. Die Moosfasern sind aufgrund ihrerstarken postsynaptis
hen Potenziale geeignet, Muster in die CA3-Region \einzus
hrei-ben" [42℄. Tats�a
hli
h bestimmen sie in Phasen gewisser GD Aktivit�at den Ein
uss aufdie CA3-Region [43℄.F�ur die CA1-Region ist vorges
hlagen worden, dass sie die Invertierung der dur
hden GD bewirkten Kodierung vollzieht [42, 29℄. Es wurde jedo
h au
h ein Beitrag dieserRegion zur zeitli
hen Trennung von Information festgestellt [13, 25℄.Obwohl es viele konkurrierende Theorien �uber die haupts�a
hli
he Funktion des hip-pokampalen Systems gibt, werden wir im wesentli
hen der Argumentation Treves undRolls [42℄ folgen, und den Hippokampus vereinfa
ht als mittelfristigen Spei
her ansehen,der \S
hnapps
h�usse" aktueller Hirnaktivit�at aufnimmt. Der Spei
her wird von einemKodierer (GD) und einem Dekodierer (CA1) attestiert (genaueres im Abs
hnitt 3.1).2.3 Adulte Neurogenese im Gyrus dentatusIm Hippokampus vieler Spezies, darunter Primaten, werden zeitlebens neue Neuronegebildet [14, 17℄. Die postnatale Entstehung neuer Neurone bes
hr�ankt si
h auf Zellendes Gyrus dentatus [17℄. Vorl�auferzellen be�nden si
h in der subgranul�aren Zone desGyrus dentatus; dur
h Proliferation gebildete To
hterzellen wandern von dort in diegranul�are Zells
hi
ht [3℄. Reife Neurone erhalten synaptis
he Eing�ange und senden,glei
h den \alten" granul�aren Zellen, axonale Verbindungen zur CA3-Region aus [3,17℄. Sie s
heinen ni
ht alte Neurone zu ersetzen [24℄, sondern si
h in die S
hi
ht derbestehender Neurone gezielt einzugliedern [17℄.Die Vorl�auferzellen weisen eine basale Teilungsaktivit�at auf [14, 23, 45℄, wel
hedur
h vers
hiedene neuroendokrine Substanzen positiv wie negativ reguliert wird [17℄.Regulation der Proliferation k�onnte m�ogli
herweise �uber den EC als Mediator indirektdur
h a�arente Hirnareale ges
hehen [17℄. Es wird dar�uber hinaus eine Regulierung der



KAPITEL 2. HIPPOKAMPUS 9�Uberlebenswahrs
heinli
hkeit neu geborener Zellen na
hgewiesen [45℄. Dies ist m�ogli
h,da viele angehende Neurone vor ihrer Reife dur
h Apoptose sterben [3℄. Man s
h�atzt,dass das postnatale Wa
hstum die granul�aren Zellen des GD in M�ausen insgesamt umetwa 10% vermehrt [24℄.In Experimenten an M�ausen wurde beoba
htet, dass si
h Umweltbedingungen undVerhaltensweisen auf die Neurogenese auswirkt. Es s
heinen sowohl das freiwillige Be-nutzen von Laufr�adern [45℄, das Leben in \reizrei
her" Umgebung [23℄ (mit Stimu-li angerei
herter K�a�g, wie etwa Laufrad, R�ohren, M�ogli
hkeit f�ur soziale Kontakte,et
. [46℄) als au
h na
hweisli
h hippokampusabh�angige Experimente [14℄ die Neubil-dung von granul�aren Zellen im Gyrus dentatus zu stimulieren. An bestimmten freilebenden V�ogeln wurde eine saisonale S
hwankung neuer Neurone im Hippokampusna
hgewiesen, die auf die Spei
herung von r�aumli
her Information (Futterpl�atze, Ge-fahrstellen, et
.) zur�u
kgef�uhrt wurden [5℄.Erh�ohte Bildung funktionell aktiver Neurone wird mit komplexeren Anforderungenan das Ged�a
htnis in Verbindung gebra
ht [17℄, obwohl es hier au
h lei
ht abwei
hendeMeinungen gibt [45℄. Man vermutet, dass Neurogenese mit der gesammelten Erfahrungeines Tieres �uber seine Umwelt einhergeht und die Ged�a
htnisleistung besonders f�urr�aumli
he Aufgaben steigert [22, 23℄.2.3.1 Hypothetis
he Funktion�Uber die ausge�ubte Funktion der Neurogenese in der Informationsverarbeitung desHippokampus ist wenig bekannt [4℄. Das liegt vorallendingen daran, dass die zellul�arenMe
hanismen der kognitiven Funktion des Hippokampus selbst no
h s
hle
ht verstan-den sind [22℄. Stellt man si
h jedo
h auf den Standpunkt, dass der Hippokampus derIntegration von Informationen am Endpunkt der Reizverarbeitung dient, bemerkt man,dass Neurogenese an einer strategis
h g�unstigen Position ges
hieht [22℄: die Informatio-nen aus vielen Berei
hen des Neo
ortex werden �uber EC auf nur 
a. 300000 Neurone(in M�ausen) des Gyrus dentatus projiziert [22℄; dies ist eine dramatis
he Dimensions-reduktion. Da die Information vom Hippokampus zum Ausgangspunkt im Neo
ortexzur�u
k projiziert wird [42℄, werden also Neurone im Berei
h der engsten Stelle des In-formations
usses platziert [22℄; die na
hfolgende CA3-Region gilt als Punkt gr�o�terKonvergenz (Abs
hnitt 2.1, vergl. aber au
h Diskussion).Der Gyrus dentatus �ubt eine Kodierung der Information f�ur die Spei
herung in derCA3-Region aus (Abs
hnitt 2.2). Neurogenese ges
hieht also m�ogli
herweise zur Anpas-sung des Kodes des Kodierers. Letzteres ist funktionell sinnvoll, denn eine Adaptationdes Kodierers ist notwendig, um Redundanz der den Hippokampus errei
henden Infor-mationen eÆzient entfernen zu k�onnen. Anpassung m�usste in einem statistis
hen Sinnepassieren; w�aren beispielsweise die Aktivit�at der Neurone im Neo
ortex gruppenweisemiteinander korreliert, k�onnte dies im GD mit wenigen (\Gruppen"-) Neuronen kodiertwerden. Um ein bestimmtes Verh�altnis der Aktivit�at der Gruppen zueinander eÆzientspei
hern zu k�onnen, ist es n�otig, die Gruppen herauszusu
hen, die besonders 
harak-
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he, i.e. starke, Variation zueinander aufweisen. Dann ist jedes einzelne gespei-
herte Muster besonders aussagekr�aftig, weil sie si
h voneinander stark unters
heiden.Das AuÆnden sol
her Charakteristika w�are Aufgabe einer adaptiven Kodierung.W�urde si
h die Gruppenzuordnung der Neurone im Neo
ortex wesentli
h ver�andernoder, etwa na
h We
hsel in eine vielf�altigere Umwelt, komplexere Korrelationen auf-weisen, w�are eine Anpassung des Kodierers notwendig. Wir wollen in der vorliegendenArbeit analysieren, inwieweit zus�atzli
he Neurone diesem Zwe
k behil
i
h sein k�onnten.



Kapitel 3Modell
3.1 Einf�uhrung und Motivation des Modellsystems3.1.1 Biologis
he BasisAls Grundlage der Modellierung der Neurogenese dient ein einfa
hes funktionelles S
he-ma des Hippokampus [42℄ (Abb. 3.1). Es basiert auf der These, dass der Hippokampusdie Aufgabe hat, Muster { wenn au
h nur vor�ubergehend { zu spei
hern. Unter \Mus-ter" verstehen wir die Aktivit�at (Feuerraten) einer Ansammlung von Neuronen, wel
hebeispielsweise dur
h ein vom Organismus erlebtes Ereignis ausgel�ost wird. Da die CA3-Region dur
h starke Vernetzung ihrer Pyramidenzellen einem Autoassoziativspei
her�ahnelt (Abs
hnitt 2.1), wird angenommen, dass hier Muster gespei
hert werden.Obwohl der Hippokampus in mehr Substrukturen gegliedert ist (Abs
hnitt 2.1),legen wir in bezug auf den Spei
her zwei funktionelle Einheiten fest. Der Kodiererbestehe aus dem Gyrus dentatus (GD); er erh�alt Muster vom entorhinalen Cortex (EC)und gibt diese transformiert weiter an den Spei
her CA3. Ein Ziel der Kodierung ist dieKompression und Integration neo
orti
aler Information (Abs
hnitt 2.2). Kompressionwird dur
h Redundanzreduktion errei
ht. Desweiteren wird die Information in einensp�arli
hen Kode umgewandelt [42℄, ein Aspekt den wir in dieser Arbeit nur diskutierenk�onnen (Abs
hnitt 6).Die zweite logis
he Einheit ist ein Dekodierer, der die kodierten Spei
herinhalteder CA3-Region entzi�ert, wel
he dann �uber den EC in neo
orti
ale Berei
he zur�u
ktransferiert werden. Dieser Prozess wird als Erinnerung an ein Erlebnis interpretiert.Wir identi�zieren Treves und Rolls folgend [42℄ die CA1-Region als den Dekodierer.Die Gliederung des Hippokampus in drei logis
he Einheiten, i.e. Kodierer, Spei
herund Dekodierer, f�uhrt zun�a
hst auf ein einfa
hes Modell des Hippokampus, wel
hesin Abb. 3.1 s
hematis
h dargestellt ist. Neo
orti
ale Areale projizieren Informationvia EC auf den Gyrus dentatus. GD \s
hreibt" die kodierten Muster in den Spei
herCA3. �Uber CA1 werden die Spei
herinhalten dekodiert, und somit erinnert oder insstabilere (
orti
ale) Langzeitged�a
htnis konsolidiert. Kodierung und Dekodierung wirddur
h spezielle \Wahl" der synaptis
hen Verbindungsst�arken der Fasern zwis
hen dem11
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Abbildung 3.1: Biologis
he Grundlage des Modells. Neo
orti
ale Information (Original), dieim Hippokampus gespei
hert werden soll, errei
ht via entorhinalem Cortex (EC) den Hippokam-pus. Auf dem Weg zum Gyrus dentatus wird die Information kodiert und so in den Spei
her, dieCA3-Region, aufgenommen. Auf dem R�u
kweg (beim Erinnern oder im \Adaptationsmodus",siehe Abs
hnitt 3.1.2) wird sie dekodiert, d.h. das Original wird rekonstruiert. Zur Adaptationvon Kodierung und Dekodierung wird in den S
hi
hten der Cortizes ein Verglei
h der Rekon-struktion mit dem Original zur Bestimmung des Rekonstruktionsfehlers vorgenommen.
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her CA3 und EC errei
ht. Wir nehmen an, dass die Moosfasern vorallendingen f�urdas Eins
hreiben der Muster in den Spei
her verantwortli
h sind (vergl. Abs
hnitt 2.1),w�ahrend die Synapsen des Tra
tus perforans auf GD-Neurone die eigentli
he Kodierung,d.h. die Redundanz- und Dimensionsreduktion neo
orti
aler Muster, vornehmen. DieDekodierung passiere sowohl an den Synapsen der S
ha�er-Kollateralen auf CA1 alsau
h an den Synapsen, die die CA1-Pyramidenzellen via Subi
ulum mit EC-Neuronenverbinden. Da die Information s
hlie�li
h Berei
he des Neo
ortex errei
ht, k�onnte manau
h jene Synapsen zur Dekodierung z�ahlen.3.1.2 Modell zur Untersu
hung der AdaptationIn Abs
hnitt 2.3 wurde die Hypothese ge�au�ert, dass Neurogenese eine Form der Adap-tation des Kodierers sei. Anpassung der Kodierung an die 
harakteristis
he Aktivit�atneo
orti
aler Areale ist prinzipiell au
h ohne Neurogenese m�ogli
h. Die synaptis
henGewi
hte m�ussen si
h daf�ur plastis
h derart arrangieren, dass diejenigen Komponentender neuronalen Muster, wel
he f�ur die Aktivit�at der neo
orti
alen Berei
he 
harakteris-tis
h sind, m�ogli
hst eÆzient kodiert und dekodiert, i.e. rekonstruiert, werden k�onnen.�Andern si
h die Charakteristika, muss der Kodierung und Dekodierung mit geeigne-ter Modi�kation der Gewi
hte reagieren. Wir wollen zun�a
hst kl�aren wie der Anpas-sungsprozess der Kodierung und Dekodierung im vorgestellten Modell vonstatten gehenk�onnte. Dana
h wird das Modell auf die Untersu
hung des Adaptationsprozess spezia-lisiert.F�ur eine Anpassung des Kodes ist ein Optimierungskriterium n�otig; es muss dieM�ogli
hkeit bestehen, die G�ute eines Kodes zu �uberpr�ufen. Da der Hippokampus unse-ren Annahmen zufolge die Aufgabe hat, Muster zu spei
hern, um sie zu einem sp�aterenZeitpunkt zu reaktivieren, ist die Abwei
hung der rekonstruierten von der urspr�ungli-
hen Information, i.e. der Rekonstruktionsfehler, ein geeignetes Ma� f�ur die G�ute vonKodierung und Dekodierung. Bere
hnung der Abwei
hung zwis
hen Rekonstruktion ei-nes Musters und seinem Original k�onnte in den 
orti
alen S
hi
hten (im EC [7℄ undm�ogli
herweise au
h in den neo
orti
alen Arealen) ges
hehen (vergl. Abb. 3.1). Dazum�usste ein Muster aus den neo
orti
alen Arealen im Hippokampus kodiert, dekodiertund zur�u
k projiziert werden, w�ahrend glei
hzeitig das origin�are Muster aktiv bleibt,um einen Verglei
h zu erm�ogli
hen [38℄. Dieser postulierte Adaptationsmodus w�are nurein Modus operandi unter mehreren (Konsolidierung, Spei
herung, Erinnerung) undwird au
h in der Literatur diskutiert [7℄.Um E�ekte der Neurogenese im Adaptationsprozess des Kodierers besser verstehenund untersu
hen zu k�onnen, werden wir im Modell des Hippokampus (Abb. 3.1) Kodie-rung und Dekodierung in den Mittelpunkt der Betra
htungen setzen. Wir bes
hr�ankenes deshalb auf die minimalen Anforderungen des Adaptationsmodus. Alle Neurone der
orti
alen Areale (EC und Neo
ortex), die auf den Hippokampus projizieren, seien zu ei-ner logis
hen Neuronens
hi
ht zusammengefasst; wir werden diese Neuronens
hi
ht imFolgenden einfa
h als EC bezei
hnen. Diese S
hi
ht sei mit den Neuronen des Hippo-



KAPITEL 3. MODELL 14kampus verbunden, wel
he ihrerseits eine logis
he Neuronens
hi
ht bilden; wir nennensie die verborgene S
hi
ht (s.u.). Der Hippokampus leitet dann die Information zur�u
kzum EC. An den Synapsen auf die Hippokampusneurone werde die Kodierung, auf demWeg zur�u
k zum EC die Dekodierung vollzogen. Gespei
hert werde die kodierte Infor-mation, d.h. die Aktivit�at der Neurone der verborgenen S
hi
ht. In dieser Vereinfa
hungweisen die Strukturen GD, CA3 und CA1 identis
he Aktivit�at auf, die Kodierungs- undDekodierungsvorg�ange wurden vollst�andig den Synapsen zwis
hen den 
orti
ale Area-len und dem Hippokampus zugespro
hen. Da der Spei
her CA3 ni
ht explizit modelliertwird, be�ndet si
h das Modell stets im Adaptationsmodus.Abb. 3.2 zeigt ein S
hema des vereinfa
hten Modells. Die Struktur der Vernetzungglei
ht einem bekannten neuronalen Netzwerk, dem linearen Autokodierer [24, 18, 41℄.In unserem Fall besteht er aus drei neuronalen S
hi
hten, wobei EC glei
hzeitig alsEingabe und- Ausgabes
hi
ht dient, w�ahrend dazwis
hen die verborgene S
hi
ht, i.e.der Hippokampus, liegt.EC/Neo
ortexKodierer Kverborgene S
hi
htDekodierer DEC/Neo
ortexAbbildung 3.2: Darstellung des Modells. Neurone sind dur
h Kreise, synaptis
he Verbindun-gen dur
h Linien angedeutet. Jedes Neuron aus der EC-S
hi
ht ist mit jedem der verborgenenS
hi
ht verbunden. Die EC-S
hi
ht ist doppelt gezei
hnet (oben und unten). Neurogenese ge-s
hieht dur
h das Vergr�o�ern der verborgenen S
hi
ht (s
hwarze Kreise).3.1.3 Adaptation und NeurogeneseNeurogenese s
heint mit der Aufnahme von Erfahrung im Zusammenhang zu ste-hen (siehe Abs. 2.3). Um die Bildung neuer Erfahrungen in der Modellierung zu kon-kretisieren, bem�uhen wir folgendes Konzept eines Umgebungswe
hsels.



KAPITEL 3. MODELL 15Stellen wir uns vor, dass ein Tier in einer begrenzten Umwelt lebt, in der es ei-ner bestimmten Sorte von Eindr�u
ken ausgesetzt ist. Die Eindr�u
ke rufen bestimmteneuronale Aktivit�atsverteilungen, i.e. neuronale Muster, im Neo
ortex hervor, wel
hevom Hippokampus mittels der Kodierung abstrahiert werden. Wird das Tier unbe-kannten Eindr�u
ken ausgesetzt, etwa dur
h einen We
hsel in eine fremde Umgebung,sollte si
h au
h die Aktivit�atsverteilung des Neo
ortex beein
usst zeigen, so dass si
hdie 
harakteristis
hen Komponenten der neuronalen Muster ver�andern. Adaptation derKodierung an die neue Situation w�urde die Bedeutung der Abstraktion fr�uherer Ein-dr�u
ke vers
hieben, so dass in der Konsequenz Eindr�u
ke der \alten" Sorte vergessenoder missverstanden werden w�urden. Sollte das Tier in die fremde Umgebung �ubersie-deln, s
heint das Vergessen nebens�a
hli
h. Erweitert das Tier seine Umwelt jedo
h umdie neue Umgebung, m�ussen alle Eindr�u
ke eÆzient kodiert werden k�onnen; das Tierhat zus�atzli
he Erfahrungen gesammelt und muss damit, im Sinne eines angepasstenKodes, umgehen k�onnen. Insgesamt ist dadur
h die Umwelt des Tieres, und damit dieAktivit�atsverteilung des Neo
ortex, komplexer geworden. Genau bei dem Zuwa
hs anErfahrung vermuten wir die Notwendigkeit neuer Neurone im Kodierer.I II
Abbildung 3.3: Umgebungswe
hsel. Zwei Umgebungen, in denen unters
hiedli
he Sorten Ein-dr�u
ke herrs
hen, symbolisiert dur
h Viele
ke bzw. Kreise. Umgebung I ist das bekannte Umfeldder Maus, w�ahrend Umgebung II fremde Eindr�u
ke beherbergt (siehe Text).Wir wollen die angespro
henen Adaptationsvorg�ange an einer Maus und zwei Um-gebungen karikieren. In Abb. 3.3 sind die Eindr�u
ke pointiert dur
h Viele
ke bzw. Krei-se in den Umgebungen angedeutet. Die Eindr�u
ke innerhalb einer Umgebung �ahnelnsi
h, eine Kodierung w�urde somit einen Redundanz befreiten Kode bilden k�onnen. Umdie Eindr�u
ke von Umgebung I unters
heiden zu k�onnen, rei
ht es beispielsweise ein\E
kenneuron" zu benutzen, dass die E
ken der Viele
ke z�ahlt. Kommt die Maus jedo
haus ihrer gewohnten Umgebung I in die fremde Umgebung II, ist das \E
kenneuron"o�ensi
htli
h eine ungeeignete Kodierung; die Maus k�onnte gr�o�ere und kleinere Kreiseni
ht voneinander unters
heiden (Abb. 3.3). Kodierer und Dekodierer m�ussen si
h aufdie neue Situation einstellen, weil si
h die 
harakteristis
hen Merkmale der Eindr�u
kege�andert haben. Das \E
kenneuron" k�onnte zum Beispiel in ein \Gr�o�enneuron" umge-wandelt werden, wel
hes proportional zur Gr�o�e der Kreise feuert. Es ist klar, dass das



KAPITEL 3. MODELL 16\Gr�o�enneuron" seinerseits in Umgebung I keine eÆziente Kodierung darstellt. Plasti-zit�at alleine gen�ugt also ni
ht, si
h in beiden Umgebungen zure
ht zu �nden; es sei dennes g�abe ein gemeinsames Merkmal zur Unters
heidung aller Eindr�u
ke. Die Stabilit�atdes Kodes fr�uherer Eindr�u
ke ist au�erdem wi
htig f�ur das Abrufen von Ged�a
htnisin-halten des Hippokampus; diese m�ussen au
h na
h dem Adaptationsprozess vom Deko-dierer korrekt dekodiert werden k�onnen. Die L�osung des Problems s
heint auf der Handzu liegen: Wenn zum \E
kenneuron" ein neues Neuron im Kodierer hinzu k�ame, dass als\Gr�o�enneuron" fungiert, k�onnten Eindr�u
ke beider Umgebungen korrekt klassi�ziertwerden.Aus dieser �Uberlegung heraus postulieren wir, dass die synaptis
hen Gewi
hte derNeurone im Kodierer nur in der Fr�uhphase ihrer funktionellen Existenz plastis
h sind,sp�ater dagegen stabil [24℄. Experimentell ist dies ni
ht eindeutig best�atigt, es ist aberdur
haus m�ogli
h [46℄. Die Plastizit�at der Neurone nehme also im Laufe ihrer Existenzab. Dann sind neu gebildete Neurone eher in der Lage, si
h an fremde Umgebungenanzupassen, als bestehende, �altere Neurone. Letztere haben si
h, na
h unserer �Uber-legung, bereits an fr�uhere Umgebungen angepasst und versu
hen ihre Gewi
hte imUmfeld von neuen Eindr�u
ken beizubehalten. Neurogenese wird in unserem Modelldur
h Erh�ohung der Anzahl der Neurone der verborgenen S
hi
ht bes
hrieben (sym-bolisiert dur
h s
hwarze Kreise in Abb. 3.2). Tats�a
hli
h vergr�o�ern si
h dadur
h au
hdie kodierte Darstellung der Muster, d.h. die Spei
herinhalte, und der Dekodierer, ob-wohl physiologis
h Neurogenese nur im GD gefunden wird (siehe Abs. 2.3); dies ist einTribut an die Einfa
hheit des Modells (vergl. Diskussion).Wir gehen davon aus, das si
h (die Gewi
hte der) Neurone des Dekodierers, imGegensatz zu denen des Kodierers, stets plastis
h anpassen, und zwar derart, dass derRekonstruktionsfehler der verarbeiteten Muster imMittel minimiert wird. Mit der Mini-mierung des Rekonstruktionsfehlers werden si
h weite Teile des folgenden Abs
hnitts 3.2bes
h�aftigen.3.2 Mathematis
he Formulierung3.2.1 De�nition des ModellsJedes der n EC-Neurone hat eine Verbindung zu jedem derm Neurone der verborgenenS
hi
ht (vergl. Abb. 3.2). Kodierer1 K 2 R(m;n) und Dekodierer D 2 R(n;m) sind Ma-trizen, die die synaptis
hen Gewi
hte der EC-Neurone auf die verborgene S
hi
ht bzw.der Neurone der verborgenen S
hi
ht auf die EC-Neurone repr�asentieren (Abb. 3.2).Wir gehen davon aus, dass die Frequenz der Spikes der Neurone, also ihre Feuer-rate, linear mit der Summe der synaptis
hen Eing�ange steigt. Ein Zeilenvektor kTi vonK entspri
ht den Gewi
hten der synaptis
hen Eing�ange aller EC-Neurone auf das i-1Wir verwenden folgende Konvention zur S
hreibweise von Variablen. Fett gedru
kte Gro�bu
hsta-ben bezei
hnen Matrizen, fett gedru
kte Kleinbu
hstaben (Spalten-) Vektoren und kursiv gedru
kteBu
hstaben Skalare oder sonstiges. Bsp.: K, k, K, k.



KAPITEL 3. MODELL 17te Neuron der verborgenen S
hi
ht, dessen Feuerrate also dur
h die gewi
htete Summeyi = kTi x =Pnj=1 kijxj gegeben ist, wenn x die Feuerraten der EC-Neurone bezei
hnet.Analog sind die Eintr�age des Spaltenvektors di von D die Gewi
hte der R�u
kverbin-dungen des i-ten Neurons der verborgenen S
hi
ht zu jedem EC-Neuron.Das Modell des Hippokampus (Abb. 3.2) f�uhrt zur Rekonstruktion eines EC-Musters,i.e. eine Kombination von Feuerraten x 2 Rn (vergl. au
h Abs
hnitt 3.2.2), insgesamtzwei lineare Operationen aus: z = DKx (3.1)Die Funktionsweise des Modells ist also wie folgt (Abb. 3.4). Eine Kombination vonFeuerraten der EC-Neurone x 2 Rn , wird dur
h den Kodierer K linear transformiert,i.e. y = Kx. Vektor y 2 Rm bezei
hnet die Feuerraten der Neurone der verborgenenS
hi
ht. Das kodierte Muster y wird dur
h D erneut linear transformiert, i.e. z =Dy.Die Rekonstruktion z des Originals x errei
ht so wieder die EC-Neurone. Die Aktivit�atder verborgenen S
hi
ht y wird in unserem einfa
hen Modell als gespei
hertes Musterangesehen.x 2 Px KodierungK // y = Kx DekodierungD //

OO

��

z = Dy � x
Spei
herAbbildung 3.4: Hippokampus als Spei
her mit Kodierer und Dekodierer. EC-Muster x, na
hPx verteilt, wird mittels K kodiert (lineare Transformation). Das kodierte Zwis
henformaty = Kx wird im Spei
her abgelegt. Der Dekodierer D rekonstruiert aus dem kodierten Signaleine Approximation z = DKx an das Eingangsdatum x.Eindr�u
ke einer Umgebung (siehe Abs. 3.1.3) manifestieren si
h in einer bestimm-ten Aktivit�atsverteilung im Neo
ortex; sie l�osen also ein bestimmtes EC-Muster x aus.Die Gesamtheit der Eindr�u
ke einer Umgebung wird folgli
h dur
h die Angabe einerWahrs
heinli
hkeitsdi
hte Px der EC-Muster x modelliert. Bei We
hsel der Umgebungver�andert si
h die Verteilung2 Px der EC-Muster x, denn die Charakteristik der Ein-dr�u
ke werden si
h von Umgebung zu Umgebung unters
heiden.Wir verwenden die mittlere, quadratis
he Abwei
hung zwis
hen Originalmuster xund Rekonstruktion z als ein Kriterium zur Adaptation des Kodierers und des Deko-2Den Begri� \Verteilung" verwenden wir synonym zu \Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte".



KAPITEL 3. MODELL 18dierers an eine Verteilung Px, d.h. 3 " := Djx� zj2E (3.2)[Gl. 3.1℄ = Djx�DKxj2E (3.3)W�ahrend die Adaptation des Kodierers ni
ht nur dur
h den Rekonstruktionsfehler be-dingt ist, nehmen wir an, dass die Gewi
hte des Dekodierer stets bestrebt sind, denminimalen Rekonstruktionsfehler zu errei
hen (siehe Abs. 3.1.3). Der optimale Deko-dierer Dopt ist also diejenige Matrix D 2 R(n;m) , die die kodierte Darstellung y = Kxim Mittel �uber die x einer Umgebung mit geringstem Fehler rekonstruiert:Dopt = minD2R(n;m) Djx� zj2E (3.4)Na
hdem im n�a
hsten Abs
hnitt zun�a
hst Voraussetzungen und Bezei
hnungen f�uralle weiteren Re
hnungen genannt werden, werden wir den optimalen Dekodierer imSinne von Gl. 3.4 n�aher bestimmen. Damit wird si
h Abs
hnitt 3.2.4 bes
h�aftigen. Da-na
h (Abs
hnitt 3.2.5) werden wir Kodierer K herleiten, wel
he die 
harakteristis
henAspekte der Muster einer Umgebung besonders gut erfassen. Das Kapitel wird miteinem Beispiel abges
hlossen.3.2.2 Voraussetzungen und Bezei
hnungenWir m�o
hten an dieser Stelle Voraussetzungen angeben, die in allen weiteren Re
h-nungen der vorliegenden Arbeit verwendet werden, sofern ni
hts Gegenteiliges gesagtwird.Verteilung Die Aktivit�at der Neurone (\Feuerraten") k�onnen in der mathematis
henFormulierung au
h negativ sein. Wir stellen uns dabei vor, dass Abwei
hungen von einermittleren Feuerrate modelliert werden. Dadur
h ist die Verteilung Px der x ebenfallsmittelwertfrei. Die Zweitemomentematrix 
xxT � der Verteilung Px ist daher glei
h derKovarianzmatrix der Verteilung. Kovarianzmatrizen sind positiv semide�nite, symme-tris
he Matrizen. Wir werden fordern, dass sie zus�atzli
h invertierbar sind. Damit hat
xxT � nur positive Eigenwerte und ist deshalb (und aufgrund ihrer Symmetrie) sogarpositiv de�nit. Die Eigenwerte der Kovarianzmatrix entspre
hen der Varianz in denRi
htungen ihrer Eigenvektoren und sind daher ans
hauli
he Gr�o�en. Wir s
hreibenau
h \x 2 Px" f�ur die Tatsa
he, dass x gem�a� Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte Px verteiltist.Kodierer und Dekodierer Wir werden stets annehmen, dass jeder Kodierer KH�o
hstrang hat. Damit sind seine Zeilenvektoren linear unabh�angig, der Rang des Ko-dierers entspri
ht also seiner Spaltenzahl, i.e. der Anzahl der Neurone der verborgenen3Links neben den Glei
hungen in e
kigen Klammern sind zum lei
hteren Verst�andnis Anmerkungenzu Umformungen aufgelistet. Diese Notationsweise wird beibehalten.
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hi
ht, RgK = m. Da wir die Spaltenzahl von K sp�ater variieren werden, stellt dieAnnahme keine Bes
hr�ankung der Allgemeinheit dar. Au�erdem sei K (und au
h D)unabh�angig von einzelnen Mustern x 2 Px. Der Hintergrund dieser Unabh�angigkeit istdie Annahme, dass die Anpassung der Kodierung und Dekodierung auf einer sehr viell�angeren Zeitskala verl�auft als die Rekonstruktion einzelner Muster.Bild und Kern Im Folgenden wird von Bild und Kern einer Matrix gespro
hen,deshalb wollen wir die Begri�e rekapitulieren und die Bezei
hner kl�aren (f�ur Na
hweisesiehe z.B. [34℄).Eine Matrix M 2 R(n;m) ist eine lineare Abbildung (Homomorphismus) der ArtRm 7! Rn . Das Bild dieser Matrix, in Zei
hen BildM, ist der Unterraum des Vek-torraums Rn , der dur
h die Spaltenvektoren von M aufgespannt wird. Sind mi, i =1; : : : ;m, die Spaltenvektoren von M, wird das Bild von M also dur
h alle Line-arkombinationen der Spaltenvektoren erzeugt, wir s
hreiben (in spitzen Klammern)BildM = hmiji 2 Nmi, wobei Nm f�ur die Menge der nat�urli
hen Zahlen f1; : : : ;mgsteht.Der Kern von M ist ein Unterraum von Rm (und ni
ht von Rn), wir s
hreibenKernM. F�ur alle Vektoren v 2 KernM gilt Mv = 0.Es gilt BildM [ KernMT = Rn und BildM \ KernMT = ;. Die Summe derDimensionen von BildM und KernMT ist daher n.Spur Wir wollen an dieser Stelle darauf hinweisen, dass die Spur SpC einer sym-metris
hen Matrix C glei
h der Summe der Eigenwerte von C ist. Eine symmetris
heMatrix besitzt stets eine Eigenwertdarstellung C =W�WT , wobeiW = (w1; : : : ;wn)die Matrix der Eigenvektoren wi und � = diag(�1; : : : ; �n) die Diagonalmatrix der Ei-genwerte ist. Damit folgt nun SpC = Sp �W�WT �[Sp (AB) = Sp (BA)℄ = Sp �WTW��[WTW = I℄ = Sp (�)= dimCXi=1 �i: (3.5)Die Eigenvektoren einer symmetris
hen Matrix C 2 R(n;n) sind stets so w�ahlbar, dasssie eine Orthonormalbasis des Rn bilden.3.2.3 RekonstruktionsfehlerIn diesem Abs
hnitt wird der Rekonstruktionsfehler (Gl. 3.3) genauer betra
hten. Wirs
hreiben um die Abh�angigkeiten deutli
h werden zu lassen" (K;D; Px) = Djx�DKxj2Ex2Px (3.6)



KAPITEL 3. MODELL 20Diese Glei
hung l�asst si
h umformulieren:" = Djx�DKxj2E (3.7)= D(x�DKx)T (x�DKx)E (3.8)= DxT (I�DK)T (I�DK)xE (3.9)= DxT Q̂T Q̂xE (3.10)Die genaue Bedeutung von Q̂ := (I�DK)T wird sp�ater erl�autert. Man kann aber jetzts
hon erkennen, dass x̂ := Q̂x der Anteil des Vektors x ist, der zum Fehler " beitr�agt;wir nennen x̂ daher Residuenvektor. Der Rekonstruktionsfehler glei
ht na
h Gl. 3.10der Varianz der Residuenvektoren " = 
jx̂j2� : (3.11)Ist ein Vektor x? orthogonal zu den Zeilenvektoren in K, i.e. Kx? = 0, folgt, dass x?glei
h seinem Residuenvektor ist, x̂ = x? �DKx? = x?. Zu K orthogonale Vektorenwerden ni
ht kodiert und k�onnen demna
h au
h ni
ht gespei
hert werden. Denn derKodierer bildet die Vektoren auf den Nullvektor ab, y = Kx? = 0, so dass keineAktivit�at an der verborgenen S
hi
ht ausgel�ost wird, die gespei
hert werden k�onnte.Die Zeilenvektoren von K bestimmen daher den Unterraum der Vektoren, wel
he ni
htin den Spei
her gelangen k�onnen.Benutzt man nun neben der Linearit�at Eigens
haften der Spurabbildung Sp (�), l�asstsi
h Gl. 3.10 weiter umformen: " = DxT Q̂T Q̂xE (3.12)[
 = Sp (
) ; 
 2 R℄ = DSp�xT Q̂T Q̂x�E (3.13)[Sp (AB) = Sp (BA)℄ = DSp�Q̂xxT Q̂T�E (3.14)[Linearit�at von h�i℄ = Sp�Q̂ 
xxT � Q̂T� (3.15)Gl. 3.15 zeigt, dass der Rekonstruktionsfehler " nur �uber die Kovarianzmatrix 
xxT �der Verteilung Px abh�angt.3.2.4 Optimaler DekodiererWir betra
hten nun das Problem, eine Matrix Dopt 2 R(n;m) zu �nden, die den Rekon-struktionsfehler minimiert:Dopt(K; Px) := minD2R(n;m) "(K;D; Px) (3.16)= minD2R(n;m) Djx�DKxj2Ex2Px



KAPITEL 3. MODELL 21Wir interessieren uns f�ur den Fall n > m. Dann sind D 2 R(n;m) und K 2 R(m;n) ni
htquadratis
h und es gibt kein Inverses zu K. Gesu
ht ist die Matrix D, die am ehestendie Kodierung K invertiert, d.h. den Rekonstruktionsfehler minimiert.Da die o�ene Menge R(n;m) betra
htet wird, muss an der Stelle eines MinimumsD =Dopt die Ableitung des Rekonstruktionsfehler f�ur jede Komponente von D vers
hwin-den. Um dies auszunutzen, werden zwei Aussagen �uber Matrixableitungen ben�otigt.Seien eine beliebige Matrix M, eine symmetris
he Matrix C, und Vektoren u und vderart gew�ahlt, dass die Matrixmultiplikationen in den folgenden Glei
hungen de�niertsind (�au�eres oder inneres Produkt). Dann gilt��M �uTMv� = uvT (3.17)und ��M �uTMTMu� = 2MuuT (3.18)Damit l�asst si
h ausre
hnen:[Gl. 3.8℄ �"�D ����Dopt = � ��D �(x�DKx)T (x�DKx)�����Dopt�[
T = 
; 
 2 R℄ = � ��D �xTx� 2xTDKx+ xTKTDTDKx�����Dopt�[Gl. 3.17, Gl. 3.18℄ = �2 
xxT �KT + 2DoptK 
xxT �KT (3.19)[Min. ges.℄ = �Die Matrix � sei die (passende) Nullmatrix, also eine Matrix mit lauter Nullen alsEintr�agen. In Gl. 3.19 wurde Gl. 3.17 mit u := x und v := Kx, sowie Gl. 3.18 mitu := Kx und jeweils mitM := D verwendet. Es ergibt si
h s
hlie�li
h, weilK 
xxT �KTwegen der Invertierbarkeit von 
xxT � und dem H�o
hstrang von K (siehe Abs. 3.2.2)invertierbar ist: 
xxT �KT = DoptK 
xxT �KT (3.20)Dopt = 
xxT �KT �K 
xxT �KT ��1 (3.21)Im Anhang wird gezeigt, dass in Gl. 3.21 tats�a
hli
h ein Minimum vorliegt und ni
htetwa ein Maximum (siehe Abs. A.1.1). Wir nennen Dopt den optimalen Dekodierer (beifester Dimensionalit�at).Glei
hung 3.21 gibt den Dekodierer an, wel
her eine Kodierung am ehesten inver-tiert. Es f�allt auf, dass die Kovarianz 
xxT � der Muster aus Px genutzt wird, um Doptzu bestimmen. Der Dekodierer nutzt die Kovarianz, um die Varianz der Rekonstrukti-on in relevanten, d.h. sehr variablen, Ri
htungen der Verteilung Px zu verst�arken und



KAPITEL 3. MODELL 22die Varianz in irrelevanten Ri
htungen zu vermindern. Diese Verzerrung der Rekon-struktion zugunsten der vorherrs
henden \Form" der Muster, ergibt eine verbesserteRekonstruktion. Na
h der Skizze in Abb. 3.3, w�urde etwa ein abgerundetes Re
hte
kin Umgebung I, in der Viele
ke vorherrs
hen, in der Rekonstruktion \e
kiger" gema
htwerden, um den Rekonstruktionsfehler, i.e. die Abwei
hung der Rekonstruktion von dervorherrs
henden \Form" der Originale (Viele
ke), zu minimieren. Dieser E�ekt wird unssp�ater no
h bes
h�aftigen (Kapitel 5).FolgerungenDer optimaler Dekodierer projiziert die niedrigdimensionale, kodierte Darstellung derMuster Kx i.A. ni
ht in den glei
hen Unterraum des Rn zur�u
k, wo der Kodierer sie\her" hatte, d.h. BildDopt 6= BildKT . Vektoren x0 aus dem von den (Zeilen-)Vektorendes Kodierers aufgespannten Raum, i.e. x0 2 BildKT , k�onnen also dur
h die Rekon-struktion modi�ziert werden, wir haben es oben bereits angedeutet. An einem Beispielwollen wir dies na
hweisen, indem wir DoptKx0 6= x0 zeigen. Sei 
xxT � = diag(�1; �2)und K = �1 1�. Der zugeh�origen optimale Dekodierer lautet dann na
h Gl. 3.21Dopt = 1�1+�2 ��1 �2�T . Die Rekonstruktion des Vektors x0 = �1 1�T , der o�en-si
htli
h im Bild von KT liegt, ist gegeben dur
hDoptKx0 = 2�1 + �2 ��1 �2�T 6= �1 1�T = x0: (3.22)Die Rekonstruktion von x0 ist also ni
ht mit der Ri
htung des Kodierers identis
h.Dagegen gilt allgemein die AussageDoptKx00 = x00; x00 2 BildDopt; (3.23)d.h. f�ur ein Vektor x00 2 BildDopt ist die Rekonstruktion tats�a
hli
h mit dem urspr�ung-li
hen Vektor identis
h. Denn es gilt zun�a
hst[Gl. 3.21℄ KDopt = I; (3.24)wie man lei
ht aus der Glei
hung f�ur den optimalen Dekodierer (Gl. 3.21) erkennt. Danun x00 wegen x00 2 BildDopt als Linearkombination der Vektoren in Dopt darstell-bar ist, i.e. x00 = Doptm, folgt die Aussage Gl. 3.23 dann aus Gl. 3.24: DoptKx00 =DoptKDoptm = Doptm = x00.Wir haben diese Aussagen gebra
ht, um darauf hinzuweisen, dass P := DoptK keine\e
hte", i.e. orthogonale, Projektion sein muss, sondern nur eine \ni
ht orthogonale"Projektion ist. W�ahrend Projektionen stets idempotent sind, ist eine orthogonale Pro-jektion, i.e. eine Projektion im engeren Sinne, zus�atzli
h symmetris
h. Die Idempotenzvon P folgt aus KDopt = I (Gl. 3.24):PP = DoptKDoptK = KIDopt = P: (3.25)



KAPITEL 3. MODELL 23Da jedo
h BildKT 6= BildDopt ist4 (siehe oben), ist P im Allgemeinen ni
ht symme-tris
h. Das besagt n�amli
h die �Aquivalenz (Beweis siehe Abs
hnitt A.1.2)BildKT = BildDopt () P = PT : (3.26)Aus dem Na
hweis im Anhang k�onnen wir genau angeben, wann ein \e
hte" Pro-jektion vorliegt (Abs
hnitt A.1.2). Denn dort wird gezeigt, dass P = PT genau danngilt, wenn die Zeilenvektoren aus K dur
h Linearkombinationen von genau m Eigen-vektoren wi von 
xxT � darstellbar sind; die Zeilenvektoren von K spannen dann einen\Eigenraum" von 
xxT � auf5. Wir haben also f�ur eine Indexmenge I � Nn mit jIj = mP = PT () BildKT = hwiji 2 I � Nni (3.28)Wir s
hreiben hwiji 2 Ii f�ur den von den Eigenvektoren wi, i 2 I von 
xxT �, aufge-spannten Unterraum in Rn (Eigenraum).Wenn der Kodierer KT = (k1; : : : ;km) einen Eigenraum von 
xxT � aufspannt unddie Gewi
htsvektoren zus�atzli
h orthogonale zueinander sind, h�angt der zugeh�orige op-timale Dekodierer Dopt = (d1; : : : ;dm) ni
ht mehr von der Kovarianzmatrix 
xxT � ab.Denn es gilt (Beweis siehe Abs
hnitt A.1.3):BildKT = BildDopt und kTi kj = 0; i 6= j =) dj = 1jkj j2kj; j 2 Nm (3.29)Der optimale Dekodierer zu einem sol
hen K wird ni
ht mehr von der Kovarianzmatrix
xxT � beein
usst. Jetzt sind ni
ht nur die Bilder der Kodierungs- und Dekodierungs-matrix identis
h, die einzelnen Gewi
htsvektoren von Kodierer und Dekodierer zeigensogar in die glei
he Ri
htung.4Der kodierte Raum stimmt also i.A. ni
ht mit dem dekodierten Raum �uberein. Man kann si
hdas verans
hauli
hen. Es ist etwa so, als ob ein S
hatten eines Objekts auf ein zu den (parallelen)Li
htstrahlen s
hiefes Blatt Papier geworfen wird. Malt man den Umriss des S
hattens auf das Papier,stimmt die gemalte Linie ni
ht mit dem Umriss des Objekts �uberein (ni
ht orthogonale Projektion).W�urde man jedo
h das Papier senkre
ht zum Li
ht halten, sind S
hatten und Umriss des Objektsidentis
h (orthogonale Projektion).5Der mathematis
he Grund, warum der Dekodierer das Bild ni
ht ver�andert, wenn der Kodierereinen Eigenraum aufspannt, liegt am folgenden allgemeineren Sa
hverhalt: Vektoren x?, die senkre
htzu Eigenvektoren wj , j 2 J � Nn , einer Matrix C stehen, sind au
h na
h der Matrixmultiplikation,Cx?, orthogonal zu diesen Eigenvektoren wj . Die Vektoren x? k�onnen also dur
h C ni
ht aus demUnterraum Rnn hwj jj 2 J i \herausgedreht" werden. Auf Kovarianzmatrizen bezogen bedeutet dieseAussage, dass Vektoren x? keine Kovarianz mit den Ri
htungen wj besitzen. Ein Dekodierer w�urdeim Mittel einen gr�o�eren Fehler ma
hen, wenn die Rekonstruktion von x? Varianz in Ri
htungen wjaufweisen w�urde, als ein Dekodierer, der die Orthogonalit�at zu diesen Ri
htungen beibeh�alt (vergl. au
hmit Formel f�ur optimalen Dekodierer Gl. 3.21). Man kann diesen Sa
hverhalt zusammenfassen mit derAussage (I � Nn ) BildKT � hwiji 2 Ii () BildDxxTEKT � hwiji 2 Ii (3.27)



KAPITEL 3. MODELL 24Rekonstruktionsfehler f�ur optimalen DekodiererWir wollen jetzt den Rekonstruktionsfehler an der Stelle des optimalen Dekodierersbestimmen. Es sei "x(K) := "(K;Dopt(K; Px); Px) (3.30)[Gl. 3.15℄ = Sp�P̂ 
xxT � P̂T� ; (3.31)wobei P̂ := Q̂opt = �I�DoptK�. Dies l�asst si
h weiter umformen. Wegen der Symme-trie der Matrix 
xxT � P̂T ,
xxT � P̂T = 
xxT �� 
xxT �KTDoptT[Gl. 3.21℄ = 
xxT �� 
xxT �KT �K 
xxT �KT ��1K 
xxT �[Gl. 3.21℄ = 
xxT ��DoptK 
xxT �= P̂ 
xxT � ; (3.32)wird aus Gl. 3.31 "x = Sp�P̂P̂ 
xxT �� : (3.33)P̂ ist die zuP komplement�are (i.A. ni
ht orthogonale) Projektion und ist daher ebenfallsidempotent: P̂P̂ = I� 2P+PP = P̂: (3.34)Einsetzen in Gl. 3.33 ergibt s
hlie�li
h"x = Sp�P̂ 
xxT �� (3.35)= Sp�
xxT �� 
xxT �KT �K 
xxT �KT ��1K 
xxT �� ; (3.36)Das ist der optimale Rekonstruktionsfehler, d.h. der Rekonstruktionsfehler bei Verwen-dung des optimalen Dekodierers Dopt(K; Px) f�ur einen vorgegebenen Kodierer K.Ist P� = Dopt(K�; Px)K� eine \e
hte" Projektion, d.h. PT� = P�, l�asst si
h derRekonstruktionsfehler auf eine einfa
he Form bringen. Na
h Gl. 3.28 ist dies n�amli
hglei
hbedeutend damit, dass die Zeilenvektoren des Kodierers einen Eigenraum von
xxT � =Pnj=1 �jwjwTj aufspannen, i.e. BildKT� = hwiji 2 I � Nni. F�ur P� folgt6P�wi = 8<:wi; i 2 I0; sonst (3.37)6Denn wegen BildKT� = BildDopt� (siehe Abs. A.1.2) ist BildP� = BildKT� , d.h. es gilt P�wi = wi,i 2 I. Aus KernP� = RnnBildP� folgt dann P�wj = 0, j 2 InNn



KAPITEL 3. MODELL 25Dadur
h wird der Rekonstruktionsfehler zu[Gl. 3.35℄ "�x = Sp �(I�P�) 
xxT �� (3.38)= Sp 
xxT �� Sp0� nXj=1 �jP�wjwTj 1A (3.39)[Gl. 3.37℄ = Sp 
xxT �� Sp Xi2I �iwiwTi ! (3.40)[Sp �wiwTi � = 1℄ = Sp 
xxT ��Xi2I �i (3.41)[Gl. 3.5℄ = Xj2NnnI �j (3.42)Das ist die Summe der Eigenwerte, die zu den Eigenvektoren geh�oren, wel
he ni
ht imBildraum des Kodierers K� liegen. Die Herleitung von Gl. 3.42 zeigt au�erdem, dassder optimale Rekonstruktionsfehler f�ur zwei Kodierer, wel
he den glei
hen Eigenraumaufspannen, identis
h ist.3.2.5 Gewi
htsvektoren des KodierersWir wollen nun �uberlegen, wie ein Kodierer Kopt(Px) gestaltet sein muss, umKopt = minK "x(K) (3.43)unter den Bedingung Kopt 2 R(m;n) und m = RgKopt zu erf�ullen. Wir gehen alsodavon aus, dass die Minimierung bei Verwendung des optimalen Dekodierer (Gl. 3.21)ges
hieht.Wir benutzen zur Minimierung die Glei
hung 3.31 des Rekonstruktionsfehlers f�uroptimale Dekodierer "x. Ist 
xxT � =Pni=1 �iwiwTi die Spektraldarstellung der Kova-rianzmatrix , erh�alt man mit P̂ = I�DoptK[Gl. 3.31℄ "x = Sp�P̂ 
xxT � P̂T� (3.44)[Sp (AB) = Sp (BA)℄ = nXi=1 �i�P̂wi�T P̂wi (3.45)Wir wollen zun�a
hstwTi P̂T P̂wi = jP̂wij2 n�aher bestimmen. Sei dazuH = (h1; : : : ;hn�m)eine orthonormale Basis von KernK, K = (k1; : : : ;km)T . Da die Zeilenvektoren von Hund KT zusammen genommen eine Basis von Rn sind, lassen si
h die Eigenvektorenwi von 
xxT � als deren Linearkombination darstellen:wi = mXj=1 �jikj + n�mXj=1 �jihj (3.46)



KAPITEL 3. MODELL 26Wegen der Orthonormalit�at der Vektoren in H ist �ji = hTj wi. Da die Vektoren hjna
h De�nition im Kern von K liegen, also Khj = 0, istP̂hj = (I�DoptK)hj = hj (3.47)und es l�asst si
h mit Gl. 3.46 ausre
hnen[kTj hi = 0℄ wTi P̂T P̂wi = ��� mXj=1 �jiP̂kj���2 + ��� n�mXj=1 (hTj wi)hj���2 (3.48)=: �i + �i (3.49)Wir k�onnen zun�a
hst zusammenfassen, indem wir Gl. 3.49 in Gl. 3.45 einsetzen:"x = nXi=1 �i (�i + �i) (3.50)Wir wollen jetzt zeigen, dass an die Zahlen �i und �i Nebenbedingungen gekn�upftsind. Wenn wir diese kennen, k�onnen wir den prinzipiell m�ogli
hen, minimalen Wertdes Rekonstruktionsfehlers angeben. Dana
h werden wir zeigen, dass dieser Wert f�urbestimmte Kodierer K tats�a
hli
h angenommen werden kann.Man sieht zun�a
hst aus der De�nition (Gl. 3.49), dass �i � 0 und �i � 0 sind. DieZahlen �i lassen si
h umformen zu�i = ��� n�mXj=1 (hTj wi)hj���2 (3.51)[hTi hj = Æij ℄ = n�mXj=1 (hTj wi)2: (3.52)Wir bemerken, dass die Summe Pni=1 �i konstant ist, d.h. ni
ht von der Lage derGewi
htsvektoren des Kodierers K abh�angt:nXi=1 �i = n�mXj=1 nXi=1(hTj wi)2[W = (w1; : : : ;wn)℄ = n�mXj=1 hTj WWThj (3.53)[WWT = I; hTj hj = 1℄ = n�mAu�erdem folgt aus �ahnli
hen Gr�unden�i = n�mXj=1 (hTj wi)2 (3.54)� nXj=1(hTj wi)2 (3.55)= wTi H0H0Twi (3.56)= 1 (3.57)



KAPITEL 3. MODELL 27H0 = (h1; : : : ;hn) sei eine Erweiterung der Basis H des Kerns von K zu einer ortho-normalen Basis des Rn .K�onnte man nun �i � 0 und 0 � �i � 1 unter Bea
htung von Pni=1 �i = n �mbeliebig w�ahlen, w�urde der Rekonstruktionsfehler (Gl. 3.50) o�ensi
htli
h den kleinstenWert annehmen bei �i = 8<:0; i � m1; sonst. (3.58)�i = 0; i 2 Nn : (3.59)Hier haben wir geordnete Eigenwerte vorausgesetzt, �i � �j, i > j, und �i > 0. Wennnun diese Werte f�ur ein spezielles K� 2 R(m;n) angenommen werden, ist gezeigt, dassein sol
hes K� den Rekonstruktionsfehler tats�a
hli
h minimiert.Na
h De�nition (Gl. 3.49) gibt die Zahl �i den Anteil des Eigenvektors wi an, derdur
h die Basis des Kerns von K dargestellt wird. Ist also �i = 1, liegt der Eigenvektorwi vollst�andig im Kern von K, und andersherum bedeutet �i = 0, dass der Eigenvek-tor wi vollst�andig dur
h eine Linearkombination der Zeilenvektoren aus K dargestelltwerden kann.Die Bedingung an die Zahlen �i f�ur ein Minimum (Gl. 3.58) besagt daher, dass einoptimaler Kodierer Kopt den gr�o�ten Eigenraum von 
xxT � aufspannt, hwjjj 2 Nmi =BildKT . Wir wollen �uberpr�ufen, ob ein sol
her Kodierer au
h die Bedingung an die�i (Gl. 3.59) erf�ullt.Im Anhang (Abs
hnitt A.1.2) zeigen wir die �Aquivalenzhwiji 2 I � Nni = BildKT () BildDopt = BildKT : (3.60)Da ein optimaler Kodierer Kopt laut Gl. 3.58 einen Eigenraum aufspannt, k�onnenwir die �Aquivalenz anwenden und wir haben BildDopt = BildKoptT . Damit ist kj 2BildDopt und aus �i wird wegen P̂x = 0 f�ur ein x 2 BildDopt (Gl. 3.23):[Gl. 3.49℄ �i = ��� mXj=1 �jiP̂kj���2 (3.61)[wg. kj 2 BildKT = BildDopt℄ = 0:Insgesamt sind die Forderungen f�ur �i (Gl. 3.58) und und �i (Gl. 3.59) erf�ullt; einoptimales K ist bereits dur
h die Wahl der �i vorgegeben. Wir erhalten s
hlie�li
h alsBedingung f�ur Gl. 3.43 ein Kopt (bei fester Dimensionalit�at)BildKoptT = hwjjj 2 Nm i (3.62)Ein optimaler Kodierer spannt den gr�o�ten Eigenraum der Kovarianzmatrix 
xxT �der Verteilung Px auf. Der optimale Kodierer ist dur
h diese Bedingung o�ensi
htli
hni
ht eindeutig bestimmt (im Gegensatz zum optimalen Dekodierer, vergl. Gl. 3.21).



KAPITEL 3. MODELL 28Insbesondere sind die Zeilenvektoren eines optimalen Kodierers ni
ht notwendigerweisenormiert oder orthogonal zueinander.Die Menge der Kodierer K 2 R(m;n) , die zu einer gegebenen Verteilung Px optimalsind, f�ur die also Gl. 3.62 gilt, bezei
hnen wir Kopt(m;n)(Px). Ist eine konkrete Kova-rianzmatrix C vorgegeben, werden wir die Tatsa
he, dass die m Zeilenvektoren desKodierers K 2 R(m;n) den gr�o�ten m-dimensionalen Eigenraum von C erzeugen, dur
hdie �ubersi
htli
here Notation K � Cm (3.63)zum Ausdru
k bringen. Man bea
hte, dass kein Fettdru
k verwendet wird, um Ver-we
hslungen zu vermeiden.FolgerungenSind Kodierer Kopt � Cm und zugeh�origer Dekodierer Dopt = Dopt(Kopt;C) opti-mal f�ur eine Verteilung Px mit Kovarianzmatrix C, ist die Projektion P = DoptKoptsymmetris
h (Gl. 3.28 und Gl. 3.25). Der Rekonstruktionsfehler f�ur Kopt und Dopt istgegeben dur
h (siehe Gl. 3.50) "x(Kopt) = nXi=m+1 �i; (3.64)das ist die Summe der n�m kleinsten Eigenwerte der Kovarianzmatrix C. Die Eigen-werte sind hier der Gr�o�e na
h geordnet.Sind zwei optimale Kodierer mit unters
hiedli
her Dimension der verborgenen S
hi
hty vorgegeben, also Koptm � Cm und Koptm0 � Cm0 , folgt, da alle Eigenwert als positivvorausgesetzt sind, aus Gl. 3.64 sofort"x(Koptm ) < "x(Koptm0 ); falls m > m0 (3.65)Der minimale Rekonstruktionsfehler ist also stets kleiner, wenn man mehr Neuronender verborgenen S
hi
ht benutzt. Man kann die Verminderung des Fehlerwerts genauangeben. Ist n�amli
h m > m0, folgt wegen der Optimalit�at beider Kodierer aus Gl. 3.64"x(Koptm )� "x(Koptm0 ) = mXj=m0+1�j (3.66)Wie stark "x sinkt, h�angt also von den Eigenwerten, i.e. der Varianz, der zus�atzli
hkodierten Ri
htungen ab. Im Grenzfall m = 0 �ndet keine Kodierung statt und es ist"x = Sp 
xxT � = 
jxj2�. Im anderen Grenzfall, wenn m = n, ist BildKT = Rn und dieKodierung verlustfrei, "x = 0.



KAPITEL 3. MODELL 293.2.6 ZusammenfassungWir haben in den vorangegangenen Abs
hnitten untersu
ht, wie die Kodierung undDekodierung gestalten sein m�ussen, damit Eindr�u
ke einer Umgebung optimal aufbe-reitet werden k�onnen. Konkret haben wir bei vorgegebener Verteilung Px, mit x 2 Rn ,und der Dimension der verborgenen S
hi
ht y 2 Rm versu
ht den Rekonstruktions-fehler "(K;D; Px) = 
jx�DKxj2� zu minimieren. Wir haben dazu K 2 R(m;n) , undD 2 R(n;m) betra
htet. Zun�a
hst lie� si
h " umformulieren in"(K;D; Px) = Sp�Q̂ 
xxT � Q̂T� ; (3.67)mit Q̂ := (I � DK). Somit h�angt " nur �uber die Kovarianzmatrix C := 
xxT � vonVerteilung Px ab, d.h. es ist " = "(K;D;C).Ist C invertierbar, existiert genau eine Dekodierungsmatrix Dopt = Dopt (K;C),mit Dopt 2 R(n;m) , wel
he den Rekonstruktionsfehler " (f�ur gegebenes K) minimiert,n�amli
h Dopt (K;C) = CKT �KCKT ��1 (3.68)Hat der Kodierer K zueinander orthogonale Gewi
htsvektoren und spannt zus�atzli
heinen Eigenraum von C auf, h�angt der optimale Dekodierer ni
ht mehr von der Kova-rianzmatrix C ab.Der Rekonstruktionsfehler an der Stelle des optimalen Dekodierers ist"C(K) = Sp�P̂C� : (3.69)Die idempotente Matrix P̂ := I�DoptK ist i.A. ni
ht symmetris
h.Der minimale Fehlerwert der Rekonstruktionsfehler "C(Kopt) (bei gegebener Dimen-sionalit�at der verborgenen S
hi
ht m) wird dur
h Nutzung eines optimalen KodiererKopt � Cm errei
ht. Dieser spannt den gr�o�ten m-dimensionalen Eigenraum der Ko-varianzmatrix C auf. Das Minimum des Fehlers ist die Summe der n � m kleinstenEigenwerte von C.3.2.7 BeispielEs ist illustrativ, die Ergebnisse der letzten Abs
hnitte an einem niedrigdimensionalemBeispiel anzuwenden. Es sei n = 2 und die Kovarianzmatrix der Verteilung PxC =  �1 00 �2! ; (3.70)mit �1 � �2 > 0. Dadur
h ist eine mittelwertfreie multivariate Normalverteilung Px de-�niert, die Abbildung 3.5 A verans
hauli
ht. Der Kodierer sei ein beliebiger normierterVektor, habe also die Gestalt K(') = �sin' 
os'� : (3.71)
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Abbildung 3.5: A: Multivariate Normalverteilung mit Kovarianzmatrix C = diag (0:9; 0:1).Eingezei
hnet sind optimaler Kodierer und Dekodierer (sie liegen �ubereinander, dur
hgezogeneLinie). B : Rekonstruktion der Muster aus Abb. A. Die Datenpunkte werden zun�a
hst auf dendur
h den Kodierer vorgegebenen Raum (x1-A
hse) in den R1 projiziert und mittels Dekodiererim Ursprungsraum R2 dargestellt. Am Optimum liegen Dekodierer und Kodierer �ubereinander,die rekonstruierten Muster be�nden si
h daher entlang der x1-A
hse.Damit ist m = 1. Der optimale Dekodierer l�asst si
h na
h Gl. 3.21 bere
hnenDopt(') = CK(')T �K(')CK(')T ��1= 1�1 sin2 '+ �2 
os2 '  �1 sin'�2 
os'! (3.72)und der Rekonstruktionsfehler unter Anwendung des optimalen Dekodierers s
hreibtsi
h na
h Gl. 3.35 "C(') = �1 + �2 � �21 sin2 '+ �22 
os2 '�1 sin2 '+ �2 
os2 ': (3.73)Eine kurze Re
hnung zeigt, dass die Extrema von Gl. 3.73 an den Stellen ' 2 fz �2 jz 2Zg liegen. Es ist "C(z�) = �1 und "C(z� + �2 ) = �2. Am Minimum des Fehlers z� + �2gilt Kopt = ��1 0�; das ist der Eigenvektor zum gr�o�ten Eigenwert �1 der MatrixC, also spannt Kopt tats�a
hli
h den gr�o�ten Eigenraum von C auf, Kopt � C1. DaKopt optimal ist, zeigt der zugeh�orige optimale Dekodierer in die glei
he Ri
htung.Bei Variation des Kodierers pendelt der Wert des Rekonstruktionsfehlers zwis
hen denbeiden Eigenwerten als Extrema hin und her (siehe Abb. 3.6); gilt �1 = �2, so ist derFehler konstant. Abb. 3.5 B zeigt die Rekonstruktion von Mustern der Verteilung Pxbei Verwendung der optimalen Kodierung.
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Abbildung 3.6: Der Fehlerwert "C(K(')) (Gl. 3.73) f�ur eine Drehung des Kodierer in derEbene (festgelegt dur
h '). Er pendelt zwis
hen den Eigenwerten �1 = 0:9 und �2 = 0:1 alsExtrema.



Kapitel 4Experiment
4.1 Einf�uhrungNa
hdem wir uns im vorangegangenen Kapitel mit der Optimierung von Kodierer undDekodierer an Eindr�u
ke mit gegebener Statistik befasst haben, wollen wir nun denAdaptationsprozess des Kodes an �Anderungen der mittleren Aktivit�atsverteilung neo-
orti
aler Muster untersu
hen. Eine sol
he �Anderung k�onnte aus dem Zuwa
hs an Er-fahrungen oder aus dem Leben in einer komplexeren Umwelt resultieren. Um eine sol
he�Anderungen spra
hli
h k�urzer benennen zu k�onnen, sagen wir symbolis
h, dass ein Tierin eine andere Umgebung we
hselt, in der es neuen Eindr�u
ken, d.h. einer ver�andertenStatistik der Muster, ausgesetzt ist (vergl. au
h Abs
hnitt 3.1.3).Kommt ein Tier nun in eine unbekannte Umgebung, muss die Kodierung reagie-ren, um der neuen Situation gere
ht zu werden. Wie haben in Abs
hnitt 3.1.3 moti-viert, dass es, in Anbetra
ht der Funktion des Hippokampus als Spei
her, sinnvoll seink�onnte, nur neugebildete Neurone an die unbekannten Eindr�u
ke adaptieren zu lassen,w�ahrend die �ubrigen Neurone den Kode bekannter Eindr�u
ke konservieren, i.e. ihre Ge-wi
hte stabilisieren. Um zu testen, inwiefern eine derartige Adaptationsstrategie Erfolgverspri
ht, entwerfen wir ein \Experiment", das den Adaptationsprozess s
hematisiertund verglei
hen sie mit alternativen M�ogli
hkeiten den Kodierer an die neue Umgebunganzupassen. Insbesondere sind wir nat�urli
h daran interessiert, ob si
h die Strategie,neue Neurone zu verwenden, gegen�uber einer \gew�ohnli
hen" plastis
hen Anpassungdes Kodes ohne Neurogenese behauptet.Das Experiment besteht im wesentli
hen aus einem Umgebungswe
hsel eines Tieresaus bekannter in eine unbekannte Umgebung. Dort adaptiert es an die Statistik neuerEindr�u
ke. Na
h dem Adaptationsprozess wird �uberpr�uft, ob die Rekonstruktion derEindr�u
ke der ersten Umgebung \vergessen" wurde. Diese Vorg�ange werden in dreiTeile gegliedert (Abb. 4.1):(a) Zun�a
hst be�nde si
h das Tier in bekannter Umgebung I, in der bestimmteEindr�u
ke, i.e. Muster einer Verteilung a 2 Pa (symbolisiert dur
h Viele
ke inAbb. 4.1), vorherrs
hen. 32



KAPITEL 4. EXPERIMENT 33(b) Das Tier kommt in eine unbekannte Umgebung II, in der si
h die Eindr�u
kever�andert haben, d.h. die Muster sind na
h einer anderen Statistik verteilt, b 2 Pb(Kreise in Abb. 4.1). Das Tier adaptiere an die neue Situation.(
) Abs
hlie�end werde die Maus mit Eindr�u
ken aus Umgebung I konfrontiert,i.e.a 2 Pa, jedo
h ohne dass eine erneute Anpassung der Kodierung oder Dekodie-rung ges
hieht.Eine Adaptationsstrategie ist im Experiment dur
h die Angabe von Kodierermatrizenaus Umgebung I und Umgebung II de�niert, denn der Dekodierer strebe stets zumOptimum (bei gegebener Kodierung) (Gl. 3.21).W�ahrend si
h also der Dekodierer an die herrs
henden Eindr�u
ke der Umgebungena 2 Pa bzw. b 2 Pb einstellt, gibt eine Adaptationsstrategie die Wahl der KodiererKI und KII in Umgebung I bzw. Umgebung II vor. Wir s
hreiben deshalb f�ur eineAdaptationsstrategie S zusammenfassend fKI;KIIg. Da die Dekodierung si
h in Teil (a)und (b) an die Verteilungen und die jeweiligen Kodierer der Strategien anpasst, ist siegegeben dur
h die zugeh�origen Optima (Gl. 3.21), d.h. DI = Dopt(KI; Pa) und DII =Dopt(KII; Pb) in Umgebung I bzw. Umgebung II. Teil (
) des Experimentes bewertet dieF�ahigkeit einer Strategie, fr�uhere Muster trotz Adaptation eÆzient zu rekonstruieren.Die Kriterien zur Auswertung des Experimentes werden im Abs
hnitt 4.3 ausgearbeitet.Wir wollen jedo
h zun�a
hst Adaptationsstrategien mathematis
h festlegen.4.2 Mathematis
he Formulierung der Strategien4.2.1 Neue Neurone im AdaptationsprozessDie einfa
hste M�ogli
hkeit Neurogenese im Modell zu realisieren, ist die Erh�ohung derDimensionalit�at der verborgenen S
hi
ht y (vergl. Abb. 3.2). Obwohl si
h dadur
h so-wohl die Zeilenanzahl des Kodierers K als au
h die Spaltenanzahl des Dekodierers Derh�oht, werden wir diese vereinfa
hende Si
htweise der Neurogenese verwenden. Sei-en dann KI = (k1; : : : ;knI)T und DI = (d1; : : : ;dnI) die Kodierungs- und Dekodie-rungsmatrix der ersten Umgebung I (Abb. 4.1). Beide Matrizen werden an a-Musterangepasst. Der Kodierer sei also auf Verteilung Pa optimiert; er spannt daher einenEigenraum der Kovarianzmatrix A auf, d.h. es gilt KI � AnI (zur Notation vergl.Gl. 3.63).Wenn die Maus in eine bis dato fremde Umgebung II we
hselt, \passiere" Neu-rogenese, d.h. nun gelte KII = (k1; : : : ;knI ;knI+1; : : : ;knII)T und f�ur den Dekodiereranalog DII = (d1; : : : ;dnI ;dnI+1; : : : ;dnII). Wir k�onnen KII als Blo
kmatrix s
hreiben,indem wir die bereits in Umgebung I existenten, \alten" Neurone und die in Umge-bung II dur
h Neurogenese hinzukommenden, \neuen" Neurone jeweils zusammenfas-sen, KTII = �KaltII T KneuII T�; analog sei DII = �DaltII DneuII �. Laut unserer Hypothese(Abs
hnitt 3.1.3) passen si
h neu gebildete Neurone des Kodierers besser an unbekann-te Eindr�u
ke neuer Umgebungen an als �altere Neurone. Da Neurogenese hier abrupt
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Teil (a) I II

Teil (b) I II

Teil (
) I II

a1a2 a3 b1 b2 b4b3

Abbildung 4.1: Experiment. Auf der linken Seite ist Umgebung I, auf der re
hten Seite Umge-bung II s
hematis
h dargestellt. Teil (a): Die Maus be�ndet si
h in bekannter Umgebung I. Teil(b): Die Maus ist in Umgebung II, die Statistik der Muster hat si
h ge�andert, der Hippokampusist mit Mustern b 2 Pb konfrontiert (Kreise). Der Hippokampus adaptiert an die ver�anderte Si-tuation, Adaptation ist dur
h die Einf�arbung der Maus symbolisiert. Eine Adaptationsstrategiegibt die Kodierung vor, w�ahrend der Dekodierer optimal ist. Teil (
): Aus Umgebung II wirddie Maus nun in die alte Umgebung I versetzt. Sie hat jetzt keine Zeit Kodierer oder Dekodierer,die no
h an Muster b 2 Pb aus Umgebung II adaptiert sind, erneut auf Muster a 2 Pa ausUmgebung I zu adaptieren. Hier wird getestet, ob der Adaptationsprozess die Rekonstruktionfr�uher bekannter Muster beein
usst.
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hieht, sollen si
h vereinfa
ht die Gewi
hte der neuen Neurone KneuII an die frem-den b-Muster der Umgebung II anpassen, w�ahrend die �ubrigen Gewi
htsvektoren KaltIIunver�andert bleiben. Die alten Neurone kodieren also weiterhin optimal f�ur a-Muster.Wir nehmen an, dass neue Neurone den bestehenden Kodierer um zus�atzli
he ortho-gonale Dimensionen erg�anzen. Damit die Varianz der b-Muster m�ogli
hst gut kodiertwird, m�ussen die Gewi
hte der neuen Neurone daher die gr�o�ten Hauptkomponentenvon dem Teil der Verteilung Pb lernen, der senkre
ht zu den Gewi
hten der alten Neu-rone KaltII steht. Mathematis
h hei�t das, dass die Gewi
hte der neuen Neurone KneuIIdie gr�o�te Varianz der Projektion der b-Muster in den Kern von KaltII kodieren, i.e.P̂Ib = (I �Dopt(KaltII ;A)KaltII )b, wegen KaltII � AnI . Die Gewi
hte KneuII spannen alsoden gr�o�ten Eigenraum der Matrix B? auf, KneuII � B?nII�nI , wobeiB? := P̂IBP̂I: (4.1)Wir f�uhren eine symbolis
he Bezei
hnung f�ur die vorgestellte Adaptationsstrategiemittels Neurogenese SNG? ein:SNG? : fKI;KIIg � nAnI ;�AnI ;B?g �o ; (4.2)mit g := nII � nI. Das Symbol ? in SNG? verdeutli
ht die Tatsa
he, dass die Gewi
hteneuer und alter Neurone im Kodierer stets orthogonal zueinander sind.Gl. 4.2 bedeutet zusammengefasst, dass der KodiererKI in Umgebung I nI Neuronehat und auf a-Muster optimiert ist, KI � AnI , und zum Kodierer in Umgebung IIg Neurone hinzukommen, die auf B? optimiert sind, KneuII � B?g , w�ahrend die altenNeurone stabil bleiben.4.2.2 Alternative AdaptationsstrategienDie Adaptationsstrategie SNG? (Gl. 4.2) besitzt sowohl plastis
he als au
h stabile Ge-wi
hte im Kodierer. Die neuen Neurone adaptieren jedo
h ni
ht direkt an die b-Muster,sondern kodieren eine zu den bestehenden Neuronen senkre
hten Teil von b (siehe Ab-s
hnitt 4.2.1). Eine Alternative ist daher eine Strategie, die mit SNG? identis
h ist, mitAusnahme davon, dass die neuen Neurone direkt den gr�o�ten Eigenraum vonB (anstattvon B?) aufspannen, also KneuII � Bg. Das hat zur Folge, dass neue und alte Gewi
hteni
ht senkre
ht zueinander stehen m�ussen, also einen beliebigen Winkel eins
hlie�en(symbolisiert dur
h: \). Wie nennen diese Strategie deshalb SNG\ :SNG\ : fKI;KIIg � fAnI ; (AnI ;Bg)g: (4.3)Die Konstanz der Gewi
hte der alten Neurone im Kodierer hat zur Folge, dass inden Strategien SNG? und SNG\ (Gl. 4.2 und Gl. 4.3) der Kodierer KII i.A. ni
ht auf Boptimal ist. Das liegt an der Zielsetzung der Strategien, denn der Kode der a-Mustersoll m�ogli
hst erhalten bleiben. Nat�urli
h ist es notwendig, dem eine Nullhypothese inForm einer Adaptationsstrategie gegen�uber zu stellen, die keine Stabilit�at im Kodierer



KAPITEL 4. EXPERIMENT 36aufweist. Erst im Verglei
h der Strategien kann man ersehen, wie erfolgrei
h dur
hzus�atzli
he Neurone der Kode fr�uherer Eindr�u
ke tats�a
hli
h \gemerkt" werden kann.Wir nennen diese, si
h plastis
h verhaltene Strategie SPSP : fKI;KIIg � fAnI ; BnIIg: (4.4)Der Kodierer in Umgebung I ist auf a-Muster optimiert,KI � AnI , w�ahrend der Kodie-rer in Umgebung II f�ur b-Muster optimal ist, KII � BnII . Um die Verglei
hbarkeit derplastis
hen Strategie SP mit SNG\ und SNG? zu garantieren und E�ekte der Neuroge-nese zu kompensieren, werden wir in SP vers
hiedene Dimensionalit�aten der Kodiereruntersu
hen (vergl. Tabelle 4.1).Den plastis
hen Strategien stellen wir einen Grenzfall gegen�uber, in dem si
h dieGewi
hte des Kodierers in Umgebung II �uberhaupt ni
ht ver�andern; sie bleiben stabil,d.h. auf a-Muster optimiert:SS : fKI;KIIg � fAnI ; AnIg (4.5)Man erkennt, dass SNG? und SNG\ f�ur g = 0 in die Strategie SS �ubergehen (vergl. Gl. 4.2und Gl. 4.3).Als letztes nehmen wir zuf�allige Kodierungen zum Verglei
h mit den �ubrigen Stra-tegien auf. Sie seien mit SR : fKI;KIIg � fZnI ; Z0nIIg (4.6)bezei
hnet. Hier wird Kodierung dur
h zuf�allig gew�ahlten Gewi
htsvektoren ausgef�uhrt.In Analogie zur Notation f�ur optimale Kodierer (Gl. 3.63) s
hreiben wir1 KI � ZnI undKII � ZnII f�ur eine Kodierung bestehend aus nI bzw. nII zuf�alligen Vektoren.Tabelle 4.1 fasst alle in der Dur
hf�uhrung des Experiments verwendeten Adaptati-onsstrategie zusammen.4.3 BewertungskriterienUm den Ausgang des Experiments f�ur eine Adaptationsstrategie zu bewerten, st�utzenwir uns auf die Evaluation des Rekonstruktionsfehlers. Dur
h eine Adaptationsstrategiewerden die KodiererKI undKII vorgegeben (siehe Abs. 4.2). Die Dekodierungsmatrizensind dann dur
h die jeweiligen Optima DI = Dopt(KI;A) bzw. DII = Dopt(KII;B)gegeben (siehe Abs
hnitt 4.1). Wir werden im Experiments die Plastizit�at, d.h. dieF�ahigkeit zur Adaptation, und die Stabilit�at des Kodes na
h Adaptation bewerten.4.3.1 Plastizit�atDas Tier ist in den Abs
hnitten (a) und (b) des Experiments genau einer Sorte Ein-dr�u
ke ausgesetzt. Die G�ute der Adaptation wird daher vom Rekonstruktionsfehler f�ur1Sie spannen sozusagen den gr�o�ten Eigenraum einer zuf�alligen Kovarianzmatrix Z auf.
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Art der Strategie KI KII Erkl�arungSR Z` Z0̀ Zuf�allige Wahl der Kodierung in Umgebung I undUmgebung II mit ` Neuronen. Die Vektoren werdenin jeder Umgebung neu generiert.SR Z` Z0̀+g Zuf�allige Wahl der Kodierung in Umgebung I undUmgebung II. Die Dimensionalit�at des Kodierers inUmgebung II wird um g auf nI + g Neurone erh�oht,jedo
h erneut zuf�allig gew�ahlt.SR Z`+g Z0̀+g zuf�allige Kodierung in beiden Umgebungen, ` + gVektoren.SP A` B` Plastizit�at ohne Stabilit�at. Kodierer (mit ` Neuro-nen) adaptiert vollst�andig an die Eindr�u
ke b ausder neuen Umgebung II.SP A` B`+g Plastizit�at ohne Stabilit�at. Der Kodierer (mit ` Neu-ronen) wird in Umgebung II um weitere g Neuroneerg�anzt, es adaptieren alle Neurone b-Muster.SP A`+g B`+g Plastizit�at ohne Stabilit�at. Kodierer (mit `+ g Neu-ronen) adaptiert vollst�andig an die Eindr�u
ke b ausUmgebung II.SS A` A` Stabilit�at ohne Plastizit�at. Kodierer (mit ` Neuro-nen) bleibt als ganzes in neuer Umgebung II un-ver�andert.SNG\ A` (A`;Bg) Stabilit�at und Plastizit�at. W�ahrend die Gewi
hte der` Neurone des Kodierers aus Umgebung I in Umge-bung II beibehalten werden, adaptieren g neu hinzu-kommende Neurone an die Eindr�u
ke b aus Umge-bung II.SNG? A` �A`;B?g � Stabilit�at und Plastizit�at. W�ahrend die Gewi
hte der` Neurone des Kodierers aus Umgebung I in Umge-bung II beibehalten werden, adaptieren g neu hinzu-kommende Neurone an den Teil der b-Muster, wel-
her orthogonal zu den ` stabilen Gewi
htsvektorenist.Tabelle 4.1: Adaptationsstrategien zum Experiment. In Umgebung I gibt es Muster a 2 Pa(mit KovarianzmatrixA) in Umgebung II �andert si
h die Statistik der Eindr�u
ke zu b 2 Pb (mitKovarianzmatrix B) (vergl. Abb. 4.1). Zur Notationsweise vergl. Gl. 3.63 und Abs
hnitt 4.2.



KAPITEL 4. EXPERIMENT 38Muster der jeweiligen Verteilung Pa bzw. Pb erfasst (mit Kovarianzmatrix A bzw. B).Wir verwenden zur Bewertung in Teil (a) bzw. (b) deshalb den optimalen Rekonstruk-tionsfehler unter Nutzung der jeweiligen Kodierung der Strategie (Gl. 3.35):(a) "A(KI) = "(KI;Dopt(KI;A);A)(b) "B(KII) = "(KII;Dopt(KII;B);B)4.3.2 Stabilit�atIn Teil (
) des Experiments fragen wir na
h der Stabilit�at des Kodes, d.h. na
h demBekanntheitsgrad fr�uherer a-Muster na
h Adaptation an b-Muster. Dies misst folgenderRekonstruktionsfehler, den wir zun�a
hst de�nieren"AjB(K) := "(K;Dopt(K;B);A) (4.7)Die Bezei
hnung "AjB soll andeuten, dass na
h der Adaptation an b-Muster, der Re-konstruktionsfehler f�ur a Muster ausgewertet wird (mit glei
hem K). Oder angelehntan die Spre
hweise f�ur bedingte Wahrs
heinli
hkeiten: \Rekonstruktionsfehler der a-Muster gegeben den f�ur b-Muster optimalen Dekodierer".Den Rekonstruktionsfehler "AjB werden wir zur Auswertung des Teils (
) benutzen(es ist DII = Dopt(KII;B))(
) "AjB(KII) = " (KII;DII;A)Das Fehlerma� misst im gewissen Sinne den Bekanntheitsgrad der Muster, mit denendas Modell konfrontiert wird. Sein Wert w�urde am kleinsten sein, n�amli
h glei
h demoptimalen Rekonstruktionsfehler "A(KII), wenn die Dekodierung auf A anstatt auf Boptimiert w�are.Abrufen von Spei
herinhaltenExplizite Spei
herung ist in unserem einfa
hen Modell ni
ht integriert, vielmehr nimmtes an, dass Muster im kodierter Form y = Kx gespei
hert werden (vergl. Abb. 3.4).Trotzdem wollen wir untersu
hen, ob die vorgestellten Adaptationsstrategien prinzipiellin der Lage w�aren, die Anforderungen der Spei
herung gere
ht zu werden.Nehmen wir an, das aus Umgebung I stammende Tier be�ndet si
h in Umgebung II(Teil (b)). Da die Aktivit�at der verborgenen S
hi
ht in unserem Modell glei
h der imHippokampus gespei
herten Information ist, w�urde ein a-Muster aus Umgebung I inder Form y = KIa gespei
hert sein. In Umgebung II werden die Ged�a
htnisinhalte ausUmgebung I mit der adaptierten Dekodierung DII abgerufen; die Rekonstruktion einesgespei
herte a-Musters lautet daher DIIKIa.Wenn wir annehmen, dass alle Eindr�u
ke aus Umgebung I gespei
hert werden,k�onnen wir die G�ute der Wiederherstellung gespei
herter Information (aus Umgebung I)



KAPITEL 4. EXPERIMENT 39als den mittleren Rekonstruktionsfehler von a 2 Pa mit Nutzung von KI als Kodiererund DII =Dopt(KII;B) als Dekodierer benennen:� AjB := " (KI;DII;A) (4.8)Es ist klar, dass die Wiederherstellungsqualit�at dann optimal ist, also � AjB minimal,wenn der Dekodierer aus der Umgebung I benutzt wird, um die gespei
herte a-Musterzu rekonstruieren (DI anstatt DII in Gl. 4.8). Dann entspri
ht � AjB dem optimalenRekonstruktionsfehler "A(KI) (siehe Gl. 3.35); die Rekonstruktion der Spei
herinhaltew�are optimal. Eine gute Wiederherstellung der gespei
herten Muster erfordert alsom�ogli
hst unver�anderte Gewi
hte im Dekodierer.Sollte si
h die Dimensionalit�at der verborgenen S
hi
ht dur
h Neurogenese ver-gr�o�ern, �andert die Dekodierungsmatrix ihre Gestalt. Das hat zur Folge, dass die Ma-trixmultiplikation DIIKI (Gl. 4.8) dann ni
ht de�niert ist. Physiologis
h bes
hr�anktsi
h Neurogenese jedo
h auf die Gyrus dentatus. Um die Neurogenese auf die Kodierungzu einzugrenzen, w�are es notwendig, eine zus�atzli
he Verbindung zwis
hen Kodierungund Dekodierung zu etablieren. Um jedo
h ni
ht von der wesentli
he Anforderung derSpei
herung, n�amli
h der Stabilit�at des Dekodierers, dur
h ein komplizierteres Modellabzulenken, bes
hr�anken wir uns darauf, die Stabilit�at der \alten" Neurone im Deko-dierer zu testen (siehe Abs. 4.2.1), wenn si
h die Dimensionalit�at des Kodierers beieiner Strategie in Umgebung II �andern sollte:� AjB = "�KI;DaltII ;A� : (4.9)4.4 De�nition der VerteilungenUm das Experiment f�ur vers
hiedene Strategien numeris
h bere
hnen zu k�onnen, m�ussenwir zun�a
hst die dur
h die Umwelt ausgel�osten Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen neo
or-ti
aler Aktivit�at Pa und Pb konkretisieren. Da �uber \wahre" Statistik der Feuerratenso gut wie ni
hts bekannt ist, m�ussen Annahmen gema
ht werden. Dies wird dadur
herlei
htert, dass die zur Auswertung des Experimentes verwendeten Fehlerma�e nur vonder Kovarianzmatrix der Verteilungen abh�angen (Gl. 3.15). Die Verteilungen Pa undPb k�onnen daher o.B.d.A. als n-dimensionale Normalverteilungen angesehen werden.Wir haben s
hon weiter oben (Abs
hnitt 3.2.2) darauf hingewiesen, dass die Vertei-lungen zus�atzli
h mittelwertfrei sind: die Neurone verarbeiten nur die Fluktuation umeinen Mittelwert. Na
h diesen Vorgaben rei
ht es aus, die Kovarianzmatrizen A und Bder Verteilungen Pa und Pb zu spezi�zieren. Es ist konzeptionell wi
htig einzusehen,dass ein Eigenvektor der Kovarianzmatrix die Varianz der Feuerraten einer Kombina-tion von Neuronen darstellt; dasselbe gilt f�ur den Begri� \Ri
htung", i.e. ein Vektorim Raum der Feuerraten der EC-Neurone Rn . Da die Wahl des Koordinatensystemsjedo
h willk�urli
h ist, seien die Hauptkomponenten der Verteilung Pa aus Gr�unden der�Ubersi
htli
hkeit gerade die Koordinatena
hsen,A := diag(�1; : : : ; �n): (4.10)



KAPITEL 4. EXPERIMENT 40Wir nehmen an, dass nur ein kleiner Teil der Varianz der EC-Neurone zum Spei
hernrelevante Informationen mit si
h f�uhrt. Ents
heidend �uber die Relevanz ist die St�arkeder Fluktuation dieser Neurone, i.e. die Gr�o�e des zur Hauptkomponenten geh�origenEigenwertes. Abgesehen von den wenigen gro�en Eigenwerten, wel
he die relevanteInformation tragen, sei die Varianz in den �ubrigen Ri
htungen glei
hverteiltes, irrele-vantes \Raus
hen", d.h. diese Ri
htungen weisen glei
hm�a�ig kleine Eigenwerte auf.Dabei verstehen wir \Raus
hen" ni
ht im eigentli
hen Sinne als statistis
he Fluktua-tionen um \wahre" Muster x, wel
he aufgrund eines gest�orten Signalweges entstehen.Vielmehr sind es die feinen Details, die die einzelnen Muster unters
heiden, wel
hesi
h statistis
h in einem \Raus
hen" �au�ern. Das \Raus
hen" ist die �Ahnli
hkeit oderRedundanz der Muster, wogegen die relevanten Informationen die wesentli
hen Unter-s
heidungsmerkmale der Eindr�u
ke einer Umgebung sind. Diese Annahmen �uber dieArt des Spektrums stehen im Einklang mit unserer Modellvorstellung. Denn um eineRedundanzreduktion (siehe Abs. 3.1.3) dur
hf�uhren zu k�onnen, muss die Informationau
h redundant sein.Wir w�ahlen zun�a
hst wie bes
hrieben das Spektrum der Kovarianzmatrix A derUmgebung I: �i = 8<:�
 exp(�� (i� 1)); i � ninfo1��n�ninfo ; sonst. (4.11)Wobei 
 :=Pninfo�1j=0 exp(�� j) eine Normierungskonstante und 0 � � � 1, � 2 R undninfo 2 Nn Parameter sind. Das Spektrum ist so gew�ahlt, dass der Anteil � der Varianzexponentiell auf die ersten ninfo Dimensionen und der restli
he Teil 1 � � glei
hm�a�igauf die �ubrigen Eigenri
htungen aufgeteilt ist. Ersteres ist die relevante Informationletzteres \Raus
hen". Es gilt au�erdemSpA = nXi=1 �i = 1: (4.12)Abb. 4.2 zeigt das Spektrum mit Parametern, die bei Dur
hf�uhrung des Experimentsverwendet werden (Tab. 4.2).Muster b 2 Pb aus Umgebung II seien in anderen Aspekten redundant und rele-vant als a 2 Pa. Wir nehmen jedo
h an, dass das Spektrum beider Kovarianzmatrizenidentis
h ist. Mit diesen Annahmen k�onnen wir B als r�aumli
he Drehung von A inter-pretieren. Es sei also: B(R) = RTAR; (4.13)wobei R eine Rotationsmatrix (orthogonale Matrix mit detR = 1) ist, R 2 Rn :=fRjRTR = In und detR = 1g. Na
h Gl. 4.13 besitzen beide Kovarianzmatrizen alsoidentis
hes Eigenwertspektrum; die Eigenvektoren von B sind gegen�uber denen vonA ledigli
h im Raum gedreht. Um die Unabh�angigkeit von speziellen Drehungen zugew�ahrleisten, werden wir im Experiment �uber vers
hiedene Drehungen R 2 Rn mit-teln.
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Abbildung 4.2: Geordnete Eigenwerte der Kovarianzmatrizen A und B, wel
he f�ur die Ergeb-nisse in den Tabellen 4.2 und 4.3 verwendet wurden. � = 0:2, n = 60, � = 2=3, ninfo = 15.Die ninfo = 15 ersten (und gr�o�ten) Eigenwerte tragen die relevante Information, zusammen-genommen � = 2=3 des Spektrums, w�ahrend die �ubrigen als \Raus
hen" interpretiert werden;das sind die restli
hen 1=3 des Spektrums.



RekonstruktionTeil (a) RekonstruktionTeil (b) RekonstruktionTeil (
) Wiederherstellunggesp. Muster MittelwertStrat. fKI;KIIg "A h"Bi 
"AjB� 
� AjB� �SR fZ`; Z0`g 0:53 (0:01) 0:53 (0:02) 0:91 (0:03) 1:51 (0:07) 0:87 (0:03)SR nZ`; Z0`+go 0:53 (0:01) 0:44 (0:01) 0:81 (0:03) 1:91 (0:14) 0:92 (0:05)SR nZ`+g; Z0`+go 0:44 (0:01) 0:44 (0:01) 0:81 (0:03) 1:67 (0:09) 0:84 (0:03)SP fA`; B`g 0:33 (0:00) 0:33 (0:00) 0:75 (0:01) 1:65 (0:05) 0:77 (0:02)SP fA`; B`+gg 0:33 (0:00) 0:30 (0:00) 0:67 (0:02) 1:65 (0:05) 0:74 (0:02)SP fA`+g; B`+gg 0:30 (0:00) 0:30 (0:00) 0:67 (0:02) 1:69 (0:05) 0:74 (0:02)SS fA`; A`g 0:33 (0:00) 0:53 (0:02) 0:77 (0:05) 0:77 (0:05) 0:60 (0:03)SNG\ fA`; (A`;Bg)g 0:33 (0:00) 0:36 (0:01) 0:41 (0:01) 0:56 (0:03) 0:42 (0:01)SNG? �A`; �A`;B?A`g �	 0:33 (0:00) 0:36 (0:01) 0:41 (0:01) 0:45 (0:01) 0:39 (0:01)Tabelle 4.2: Verglei
hstest (n = 60, ` = 15; g = 5, � = 0:2, � = 2=3). Zeilenweise sind die Ergebnisse der Adaptationsstrategien aufgelistet.Spaltenweise sind vers
hiedene Fehlerma�e angeordnet (genaueres im Text). Es wurde �uber 5000 zuf�allige Rotationen R 2 R60 gemittelt(und �uber K in SR), Standardabwei
hungen sind angegeben. Die Auswahl der Rotationsmatrizen R ist f�ur jede Strategie identis
h.Spannt ein Dekodierer einen Eigenraum einer Verteilung auf, z.B. K � AN , werden die gr�o�ten Eigenvektoren als Spaltenvektoren desKodierers verwendet. Damit sind diese Kodierer orthonormiert (vergl. dazu Tab. 4.3). In Strategien SR wird K stets neu generiert (in[0; 1) glei
hverteilte Matrixeintr�age werden normiert). Alle Zahlen wurden numeris
h bere
hnet, au
h wenn ein analytis
her Wert existiert(vergl. Text). Die Grauwertk�ast
hen verdeutli
hen das Abs
hneiden einer Strategie, indem der Grauwert proportional zum Fehlerwertsteigt, i.e. dunkler wird. Das K�ast
hen ist wei�, wenn der Fehlerwert bei 1=3 (oder darunter) liegt und s
hwarz, wenn er �uber 1 steigt. Istgerade die relevante Information kodiert, wird der Wert 1=3 angenommen werden (wegen � = 2=3). Dagegen glei
ht ein Wert von 1 demFehlerwert, der im Grenzfall RgK = 0 erzielt wird, also dann, wenn �uberhaupt keine Kodierung existiert (wg. SpA = SpB = 1).



RekonstruktionTeil (a) RekonstruktionTeil (b) RekonstruktionTeil (
) Wiederherstellunggesp. Muster MittelwertStrategie fKI;KIIg "A h"Bi 
"AjB� 
� AjB� �SR j \ j nZ`+g; Z0`+go 0:44 (0:01) 0:44 (0:01) 0:81 (0:03) 1:67 (0:09) 0:84 (0:03)SR j ? j nZ?`+g; Z0?`+go 0:44 (0:01) 0:44 (0:01) 0:81 (0:03) 1:48 (0:05) 0:79 (0:03)SP \ fA`; B`+gg 0:33 (0:00) 0:30 (0:00) 0:67 (0:02) 5 � 105 (2 � 107) |SP j \ j fA`; B`+gg 0:33 (0:00) 0:30 (0:00) 0:67 (0:02) 3 � 105 (7 � 106) |SP j ? j fA`; B`+gg 0:33 (0:00) 0:30 (0:00) 0:67 (0:02) 1:67 (0:07) 0:74 (0:02)SP j ? jE fA`; B`+gg 0:33 (0:00) 0:30 (0:00) 0:67 (0:02) 1:65 (0:05) 0:74 (0:02)Tabelle 4.3: Verglei
hstest (n = 60, ` = 15; g = 5, � = 0:2, � = 2=3). Identis
he Versu
hsdur
hf�uhrung wie in Tab. 4.2, nur der�Ubersi
ht halber in gesonderter Tabelle aufgef�uhrt. An die Gewi
htsvektoren der Kodierer sind zus�atzli
he Bedingungen gekn�upft. \:beliebig ausgeri
htete Vektoren, ?: orthogonale Vektoren, j � j: normierte Vektoren, E Eigenvektoren. Man erkennt, dass Teil (a){(
) desExperiments, in �Ubereistimmung mit der Theorie (Gl. 3.62) ni
ht von der Art der Basis des dur
h den Kodierer aufgespannten Raumsabh�angt. F�ur orthogonale Kodierer ist die Wiederherstellungsqualit�at gespei
herter Muster sehr viel besser als f�ur ni
ht orthogonale. Deroptimale Dekodierer wird f�ur SP \ dur
h den Anpassungsprozess extrem verzerrt. (SP \: in [0,1) glei
hverteilte Linearkombinationen derEigenvektoren des Eigenraums. SR: in [0,1) glei
hverteilte Eintr�age).



KAPITEL 4. EXPERIMENT 444.5 AuswertungDie Bewertungskriterien sind in Tabelle 4.4 zusammengefasst. Alle verwendeten Adap-tationsstrategien sind in Tabelle 4.1 aufgelistet und kurz erl�autert. Tabelle 4.2 s
hlie�-li
h zeigt die Ergebnisse des Experimentes f�ur die Parameter der Verteilungen n = 60(Dimension EC), � = 0:2 (Form des Spektrums), � = 2=3 (Aufteilung relevanter / red-undanter Varianz) und ninfo = 15 (Anzahl relevanter Dimensionen) (vergl. Abb. 4.2),und der Strategien ` = 15 (Neurone in Umgebung I) und g = 5 (Anzahl neuer Neuronein Strategien mit Neurogenese) (vergl. Tab. 4.1).Teil Umg. Kov. Kodierer Dekodierer Auswertung(a) I A KI DI =Dopt (KI;A) "A = " �KI;Dopt (KI;A) ;A�(b) II B(R) KII DII = Dopt (KII;B(R)) h"Bi = h" (KII;DII;B(R))iR2Rn(
) I A KII DII = Dopt (KII;B(R)) 
"AjB� = h" (KII;DII;A)iR2RnWdh. II A KI DII = Dopt (KII;B(R)) 
� AjB� = h" (KI;DII;A)iR2RnTabelle 4.4: Zusammenfassung des Experiments einer Strategie S = fKI;KIIg. Die Kovari-anzmatrizen A und B(R) sind in Abs
hnitt 4.4 spezi�ziert.Bevor wir auf die Ergebnisse im Detail eingehen, wollen wir einige allgemeine Fest-stellungen formulieren. Wenn ni
hts Gegenteiliges gesagt wird, beziehen wir uns imFolgenden auf die Tabelle 4.2.� Zuf�allige Kodierer verursa
hen einen gr�o�eren Rekonstruktionsfehler als opti-mierte Kodierer. Dies ist ersi
htli
h aus Verglei
h zwis
hen Strategien SR mitSP in Teil (a) und (b). Obwohl die Aussage trivial ers
heint, ist die Konsequenzaus ihr bedeutend. Denn damit lohnt si
h eine Adaptation des Kodierers an dieStatistik der Muster im Verglei
h zu einer zuf�alligen Kodierung.� Je mehr Vektoren zur Kodierung genutzt werden, desto besser die Rekonstrukti-on. In der Ableitung des Rekonstruktionsfehlers f�ur ein optimales K wurde diesbereits demonstriert (Gl. 3.65), ein Bli
k auf Tab. 4.2 best�atigt die theoretis
henResultate. Man sieht den E�ekt z.B. im Verglei
h von Strategie fA`; B`g mitfA`+g; B`+gg (1. und 2. Spalte). In der einen werden ` Dimensionen zur Kodie-rung genutzt, in der anderen `+ g Neurone.Ob neue Neurone tats�a
hli
h relevante Information kodieren, ents
heidet die Struk-tur der Verteilung. Na
h unserer Wahl der Parameter ist dies f�ur die Strategienmit KI � A`+g oder KII � B`+g ni
ht der Fall, denn es ist ninfo = `. Da also `Neurone bereits die relevante Varianz au�angen, kodieren hinzukommende Neuro-ne zwangsl�au�g \Raus
hen" (siehe Abs. 4.4). Es werden dann zwar mehr Detailsder Muster kodiert, die komprimierte Darstellung y an der verborgenen S
hi
htwird dadur
h jedo
h m�ogli
herweise unn�otig aufgebl�aht. W�are dagegen ninfo > `



KAPITEL 4. EXPERIMENT 45gew�ahlt, w�urden ` Neurone im Kodierer relevante Information verna
hl�assigen,die dur
h zus�atzli
he Neurone kodiert werden k�onnte.� Dur
h den Anpassungsprozess an die b-Muster wird der Kode der a-Muster in al-len Strategien ver�andert Der \Bekanntheitsgrad" der a-Muster (Teil (
), 3. Spal-te), sowie die Wiederherstellung gespei
herter Muster (4. Spalte) hat si
h na
hAdaptation in Umgebung II gegen�uber Umgebung I (Teil (a), 1. Spalte) in allenStrategien vers
hle
htert.� Orthogonalit�at der Gewi
htsvektoren des Kodierers ist f�ur die Wiederherstellungs-qualit�at gespei
herter Muster ents
heidend. Obwohl in den Teilen (a) bis (
) dieOrthogonalit�at des Kodierers keine Rolle spielt (Tab. 4.3), sind die Fehlerwerteder Wiederherstellungsqualit�at � AjB f�ur ni
ht orthogonale Kodierer dur
hgehendh�oher (siehe Tab. 4.3, aber au
h 0:56 gegen�uber 0:45 f�ur SNG\ bzw. SNG? in Tab. 4.2,4. Spalte).� Die Adaptationsstrategie mittels Neurogenese SNG? wird am ehesten den Anfor-derungen des Experiments gere
ht. Im Mittel �uber die vier Bewertungskriterienhat die Strategie SNG? den kleinsten Wert (0:39). Sie erf�ullt demna
h am bestendie Erfordernisse na
h Anpassung an b-Muster und Konservierung des Kodes be-kannter a-Muster. Plastis
he Strategien SP sind zwar innerhalb einer Umgebungvorteilhaft, \vergessen" bei der Anpassung jedo
h die Kodierung fr�uherer Muster(vergl. 2. Spalte mit 3. und 4. Spalte in Tab. 4.2).4.5.1 Teil (a)In Teil (a) des Experiments (Abb. 4.1) wurde der mittlere Rekonstruktionsfehler vona-Mustern ausgewertet, hierbei wurden KI und DI = Dopt(KI;A) benutzt.Weil im Experiment ` = ninfo gew�ahlt wurde (Abb. 4.2), erfassen die ` Gewi
hts-vektoren der Strategien mit KI � A` oder KII � B` die relevante Information inUmgebung I bzw. Umgebung II. Denn diese Kodierer spannen den gr�o�ten Eigenraumder jeweiligen Kovarianzmatrix auf, und kodieren damit alle ninfo relevanten Dimensio-nen, i.e. die gr�o�ten Hauptkomponenten (vergl. De�nition der Kovarianzmatrizen , Ab-s
hnitt 4.4). Da � = 2=3 der Varianz dur
h die ninfo = 15 gr�o�ten Hauptkomponentender Verteilungen �ubertragen wird, ist der theoretis
he Wert des Rekonstruktionsfehlerdieser Strategien 1=3 (Gl. 3.64). Die numeris
hen Fehlerwerte stimmen damit �uberein(vergl. Tab. 4.2).Spannt der Kodierer einen h�oher dimensionalen Eigenraum auf als dur
h die Zahlder relevanten Dimensionen ninfo = 15 vorgegeben, KI � A`+g, kodieren die g = 5zus�atzli
hen Neurone \Raus
hen", d.h. Eigenri
htungen mit Eigenwert 1��n�ninfo = 1=135(Gl. 4.11). Dadur
h ist der Rekonstruktionsfehler um g=135 � 0:037 geringer als 1=3.So erkl�art si
h der Wert von 0:30 (1. Spalte).Bei zuf�alliger Wahl des Kodierers in den Strategien SR ist der Rekonstruktionsfehlergeringer als man auf den ersten Bli
k erwarten w�urde, denn der Wert 0:53 f�ur KI � Z`



KAPITEL 4. EXPERIMENT 46steht im Gegensatz zur folgender Abs
h�atzung. Auf jede Dimension fallen dur
hs
hnitt-li
h 1=n = 1=60 des Spektrums ab, so dass ` = 15 Neurone 15=60 = 0:25 Prozentpunk-te kodieren und somit ein Rekonstruktionsfehler von 0:75 �ubrig bleiben sollte (wg.SpA = SpB = 1). Diese �Ubers
hlagsre
hnung geht jedo
h f�als
hli
herweise davon aus,dass der kodierte Teil der Verteilung dur
h den Dekodierer aus der niedrigdimensionalenDarstellung (der verborgenen S
hi
ht) in den Ursprungsraum Rn unver�andert zur�u
kprojiziert wird (Annahme BildDopt = BildKT , siehe Abs
hnitt 3.2.4). Dies tri�t i.A.ni
ht zu. Vielmehr resultiert der bessere Wert 0:53 aus der Nutzung der Korrelationdes kodierten Raumes mit anderen Ri
htungen starker Varianz (siehe Abs
hnitt 3.2.4und Abs
hnitt 5.3.1).4.5.2 Teil (b)Die KovarianzmatrixB der Verteilung Pb hat das glei
he Eigenwertspektrum wieA ausUmgebung I. Der Rekonstruktionsfehler ist f�ur die plastis
hen Strategien SP und denStrategien SR daher in Teil (b) identis
h zu Teil (a), sofern die glei
he Dimensionalit�atdes Kodierers verwendet wird. Man sieht, dass si
h die Fehlerwerte entspre
hen, z.B.0:33 f�ur KI � A` und KII � B` oder 0:44 f�ur KI � Z`+g und KII � Z`+g.Die Verminderung des Rekonstruktionsfehlers bei g = 5 zus�atzli
hen Neuronen istin fZ`; Z`+gg st�arker ausgepr�agt, als es in der plastis
hen Strategie fA`; B`+gg der Fallist (0:09 gegen�uber 0:03). Dies h�angt damit zusammen, dass mit KI � A` bereitsalle relevanten Dimensionen, und damit die gr�o�ten Eigenvektoren, kodiert werden,in KI � Z` dagegen i.A. ni
ht. Im letztgenannten Fall ist im Mittel mehr zus�atzli
heInformation da, wel
he erg�anzend kodiert werden kann.Interessanter ist das Verhalten der Strategien, wel
he Gewi
htsvektoren aus Umge-bung I konservieren und h�o
hstens ein Teil ihrer Neurone an Umgebung II anpassen;das sind SS, SNG\ und SNG? . Wird keine Adaptation an b-Muster dur
hgef�uhrt, habendie Gewi
htsvektoren des Kodierers keinen Bezug zu den relevanten Dimensionen in B,weilB gegen�uberA beliebig gedreht ist. AnstattKI stabil zu halten, lassen si
h deshalbgenauso gut zuf�allige Vektoren zur Kodierung benutzen, was am Verglei
h KII � Z`(SR) und KII � A` (SS) deutli
h wird: beide haben den Fehlerwert 0:53 (2. Spalte).Der Rekonstruktionsfehler der b-Muster liegt in der Strategie SNG\ , mit KII �(A`;Bg), bei 0:36, sie adaptiert in Umgebung II damit nur etwas s
hle
hter als dieplastis
hen Strategien SP mit KII � B`, obwohl statt ` = 15 (in SP) nur g = 5(in SNG\ ) Neurone zur Adaptation an Umgebung II genutzt werden. Dies hat seinenGrund an der exponentiellen Form des Spektrums f�ur die ninfo relevanten Dimensionen(Abb. 4.2, Gl. 4.11). Daher kodieren g = 5 plastis
he Neurone, KneuII � Bg einen Anteilvon P5i=1 �
 exp(��(i � 1)) � 0:443 der Summe des Spektrums. F�ur die �ubrigen ` =15 Neurone in SNG\ gilt KaltII � Ag, sie kodieren daher dur
hs
hnittli
h etwa (1 �0:443)=(n � ninfo)` � 0:187. Der Rekonstruktionsfehler sollte demna
h ungef�ahr bei0:37 liegen. Au
h hier k�onnen die alten Neurone die Kovarianz ausnutzen, da sie i.A.keinen Eigenraum von B aufspannen (Abs
hnitt 3.2.4), um den Rekonstruktionsfehler



KAPITEL 4. EXPERIMENT 47weiter zu verbessern. Da das Spektrum der Eigenwerte ohne die gr�o�ten g = 5 relativglei
hf�ormig sind (vergl. Abb. 4.2), ist die erzielte Verbesserung auf 0:36 allerdingsgering.Die Re
hnung zeigt, dass Strategien mitunter andere Details der Muster zur Ko-dierung ausw�ahlen, als es unserer Einteilung in irrelevante und relevante Information,gemessen an der Gr�o�e der Eigenwerte, entspri
ht (vergl. Abs
hnitt 4.4). Das dies nureine Vers
hle
hterung um 0:03 (SP gegen�uber SNG\ ) na
h si
h zieht, liegt wiederum andem relativ glei
hverteilten Spektrum, wenn man die ersten 5 Eigenwerte ni
ht ber�u
k-si
htigt: zwis
hen den letzten relevanten Dimensionen (z.B. 10 { 15 in Abb. 4.2) undden irrelevanten Dimensionen (15 { 60 in Abb. 4.2) besteht nur ein geringer Unter-s
hied in der Gr�o�e des Eigenwerte. Bei den verwendeten Parametern des Spektrums(insbesondere � = 0:2, Gl. 4.11), k�onnte man deshalb n�aherungsweise die ersten 5Hauptkomponenten als alleinig relevant kategorisieren.Dass SNG? und SNG\ den glei
hen Rekonstruktionsfehler aufweisen, obwohl die neuenNeurone einerseits orthogonal zu den alten Neuronen stehen, also auf B? optimiertsind (SNG? , Gl. 4.2), und andererseits die gr�o�ten Hauptkomponenten von B lernen(SNG\ , Gl. 4.3), kann man dur
h die geringe Anzahl relevanter Dimensionen erkl�aren(ninfo = 15 gegen�uber n = 60). Deshalb ist es sehr wahrs
heinli
h, dass dur
h Drehungder Kovarianzmatrix B ihre g = 5 gr�o�ten Hauptkomponenten orthogonal zuKaltII sind.Da B? die Projektion von B auf den Kern von KaltII bes
hreibt (Gl. 4.1), sind dann dieGewi
htsvektoren KneuII beider Strategien nahezu identis
h.4.5.3 Teil (
)Im Teil (
) wurde auf Ver�anderungen des Kodes fr�uherer Eindr�u
ke getestet, indemder \Bekanntheitsgrad" der a-Muster na
h Adaptation an b-Muster gemessen wurde.Hier rekonstruieren also KodiererKII und der auf B optimale Dekodierer a-Muster. ImUnters
hied zu den ersten beiden Teilen des Experiments ist der Dekodierer damit ni
htauf die aktuelle Umgebung optimiert, denn der optimale Dekodierer ist i.A. abh�angigvon der Verteilung (Gl. 3.21).Man erkennt, dass die Strategien SNG? und SNG\ den Kode der a-Muster zumindestteilweise bewahren. Denno
h ist die Rekonstruktion der a-Muster na
h dem Adapta-tionsprozess im Mittel deutli
h s
hle
hter als sie es vorher war (0:41 gegen�uber 0:33).Obwohl au
h die Strategie SS mitKII � A` ebenso viele Neurone stabil bel�asst wie SNG?und SNG\ , ist die Rekonstruktion in (
) sehr viel s
hle
hter (0:77 gegen�uber 0:41). DieStabilit�at des Kodierers alleine errei
ht o�ensi
htli
h ni
ht, dass fr�uhere Muster na
hAdaptation des Dekodierers an neue Eindr�u
ke bekannt bleiben; der Einbau zus�atzli-
her, plastis
her Neurone s
heint dagegen die Bewahrung ihres Kodes zu f�ordern.Mit Ausnahme von SNG? und SNG\ wirkt si
h der suboptimale Dekodierer fatal aufdie Rekonstruktion aus. Interessanterweise ist der Fehlerwert f�ur KII � A` (SS) mit0:77 sogar gr�o�er als f�ur KII � B` (SP), wel
her 0:67 betr�agt. Immerhin ist die Rekon-struktion in der stabilen Strategie SS etwas besser als der Wert bei f�ur eine zuf�alliger



KAPITEL 4. EXPERIMENT 48Kodierung SR (0:77 gegen�uber 0:91).Bei Strategien mit KII � BnII , das sind die plastis
hen Strategien SP (vergl. Ta-belle 4.1), l�asst si
h der \Bekanntheitsgrad" aus Teil (
) analytis
h bere
hnen. Dannist n�amli
h P̂II = (I � DIIKII) symmetris
h, weil Kodierer KII und Dekodierer DIIglei
herma�en auf Verteilung Pb optimiert sind (Gl. 3.26), und es folgt (vergl. Ab-s
hnitt 4.4)[Gl. 4.7℄ 
"AjB�R2Rn = �Sp��P̂II�T P̂IIA��R2Rn[P̂IIP̂II = P̂II℄ = Sp�DP̂IIER2Rn A� (4.14)Es ist lei
ht einzusehen, dass dur
h Drehung der Eigenvektoren von B(R) in alle m�ogli-
hen Ri
htungen P̂II im Mittel einer Matrix W mit gewei�tem Spektrum entspri
ht.Denn P̂II ist eine Projektionsmatrix auf den Kern von KII und besitzt deshalb genaudimKernKII = n� nII Eigenwerte mit Wert 1, w�ahrend die �ubrigen glei
h Null sind.Dadur
h sind alle Eigenwerte der gewei�te Matrix W identis
h �i = n�nIIn . Es ergibtsi
h somit aus Gl. 4.14 ein einfa
her Ausdru
k:[W = n�nIIn I℄ 
"AjB�Pb2P = n� nIIn SpA[SpA = 1℄ = 1� nIIn (4.15)Re
hnet man die Werte f�ur KII � BnII mit nII = ` = 15 und nII = ` + g = 20na
h (n = 60), erh�alt man 3=4 bzw. 2=3 in �Ubereinstimmung mit den numeris
henResultaten in Tabelle 4.2.4.5.4 Wiederherstellung gespei
herter MusterDas Fehlerma� � AjB bewertet die G�ute der Dekodierung gespei
herter Muster na
hdem Adaptationsprozess.Es zeigt si
h ein �ahnli
hes Bild wie in Teil (
): mit Ausnahme der Strategien SNG\und SNG? ist die Rekonstruktion gespei
herter Muster fatal, man sieht es an den hohenFehlerwerten (4. Spalte in Tab. 4.2). Die Werte liegen sogar deutli
h �uber 1; w�urdekeine Kodierung verwendet werden, also RgK = 0, w�are der der Wert des Rekonstruk-tionsfehler genau 1 (wg. SpA = SpB = 1).Man kann die Beoba
htung ma
hen, dass, im Gegensatz zur Situation im Kodie-rer, mehr Neurone im Dekodierer die Rekonstruktion sogar vers
hle
htern, zu sehen anfZ`; Z0̀ g gegen�uber fZ`+g; Z0̀+gg (1:51 bzw. 1:67). Dass die Werte si
h f�ur die Strategi-en fA`; B`+gg und fA`+g; B`+gg unters
heiden (k�onnten) (1:65 gegen�uber 1:69), obwohlbeides Mal KII � B`+g gilt, liegt daran, dass � AjB nur die Abwei
hung der alten Neu-rone im Dekodierer ber�u
ksi
htigt (Gl. 4.9); die Anzahl der alten Neurone ist wegenKI � A` bzw. KI � A`+g in beiden Strategien unters
hiedli
h. Dass diese Werte si
hnur sehr wenig (wenn �uberhaupt signi�kant) unters
heiden, re
htfertigt die Motivation,



KAPITEL 4. EXPERIMENT 49� AjB auf die alten Neurone zu bes
hr�anken (siehe Abs. 4.3). Der gr�o�te Teil des Rekon-struktionsfehlers s
heint dur
h die alten Neurone provoziert zu sein, die zus�atzli
henNeurone bieten daf�ur o�enbar keine Abhilfe.Mit Ausnahme der stabilen Strategie SS sind die Fehlerwerte � AjB f�ur alle Stra-tegien gr�o�er als "AjB (Teil (
)). Dies resultiert aus einer Anpassung des DekodierersDII an den jeweiligen Kodierer in Umgebung II. Denn zur Bere
hnung der Fehlerma�ewerden unters
hiedli
he Kodierer, n�amli
h KI in � AjB und KII in "AjB (Gl. 4.7 bzw.Gl. 4.9), verwendet, die Dekodierer dagegen entspre
hen si
h. Beide Ma�e nutzen DII,wenn man von der Eins
hr�ankung auf die alten Neurone bei � AjB einmal absieht. Istder Kodierer stabil, so ist die Di�erenz zwis
hen den Fehlerwerten gering; so zu sehen anSS, SNG\ und SNG? (0{0:15 Punkte Di�erenz). Den Grenzfall zeigt die stabile StrategieSS, in der der Kodierer konstant ist KI = KII � A`, so dass beide Ma�e den glei
henWert liefern (0:67). Ver�andert si
h der Kodierer dagegen stark, wie es bei zuf�alligerWahl der Fall ist (SR), ist au
h die Di�erenz der Ma�e gro� (z.B. 0:60 f�ur fZ`; Z0̀ g).Es ist bemerkenswert, dass die Rekonstruktion gespei
herter Muster mit der Stra-tegie SNG? einen deutli
h geringeren mittleren Fehler aufweist als SNG\ (0:45 zu 0:56),insbesondere deswegen, weil beide Strategien in den Teilen (a) bis (
) identis
h bewertetworden sind. Diesem Ph�anomen liegt die erzwungene Orthogonalit�at des KodierersKIIin SNG? zugrunde. In Strategie SNG\ ist die kodierte Darstellung der alten NeuroneKaltII bm�ogli
herweise mit derjenigen der neuen Neurone KneuII b korreliert. Deshalb werden diealten Gewi
htsvektoren des Dekodierers DaltII dur
h den neuen Teil der KodierungKneuIIbeein
usst (bei Adaptation in Umgebung II). Da das Ma� � AjB auf die alten Neuroneim Dekodierer bes
hr�ankt ist, wird diese Ver�anderung dur
h einen erh�ohten Fehlerwertin SNG\ gegen�uber SNG? wiedergegeben (Di�erenz 0:11) (vergl. au
h Kapitel 5).4.6 ZusammenfassungWir haben Anpassung an unbekannte Eindr�u
ke f�ur vers
hieden Adaptationsstrategiendes Kodierers untersu
ht. Anhand eines numeris
hen Experiments haben wir (i) dieF�ahigkeit zur Anpassung an die Statistik neuer Eindr�u
ke (Plastizit�at) und (ii) dasVergessen der Rekonstruktion von Erinnerungen dur
h den Adaptationsprozess bewer-tet.Wir haben festgestellt, dass die Adaptationsstrategien, die die Gewi
hte bestehen-der Neurone im Kodierer konservieren und die Plastizit�at neu gebildeter Neurone zurAnpassung nutzen (SNG? , SNG\ ), den Anforderung des Experiments am ehesten gen�ugen{ zumindest f�ur die in Abs
hnitt 4.4 motivierte Wahl der Parameter.Zus�atzli
he Neurone verbessern zwar generell die Adaptationsf�ahigkeit, der gerin-gere Rekonstruktionsfehler ist aber m�ogli
herweise erkauft dur
h Kodierung unwesent-li
her Details; die Folge ist eine ineÆziente Kodierung. Dar�uber hinaus wird dur
hNeurogenese die Bewahrung des Kodes fr�uherer Eindr�u
ke gef�ordert, sofern bestehen-de Gewi
htsvektoren des Kodierers si
h der Anpassung entziehen. Stabilit�at der Neu-



KAPITEL 4. EXPERIMENT 50rone im Kodierer alleine ist ni
ht ausrei
hend, um den Kode fr�uherer Erinnerungenzu behalten oder die Dekodierung von Ged�a
htnisinhalten zu garantieren. Orthogona-le Gewi
htsvektoren verbessern dagegen die Wiederherstellungsqualit�at gespei
herterEindr�u
ke wesentli
h.



Kapitel 5Untersu
hung desAdaptationsprozessesDie Dur
hf�uhrung des Experiments (Kapitel 4) hat gezeigt, dass Neurogenese dasModell des Hippokampus bef�ahigt, den Anforderungen na
h Stabilit�at und Plastizit�atgere
ht zu werden. Im Experiment haben wir eine spezielle Statistik neo
orti
aler Ak-tivit�aten angenommen. Zwar ers
heint unsere Wahl des Spektrums plausibel (vergl.Motivation im Abs
hnitt 4.4), aber nat�urli
h bedeutet das ni
ht, dass diese Wahl bio-logis
h korrekt ist. Deshalb wollen wir in den folgenden Abs
hnitten mathematis
h die�Anderungen der Verteilungen 
harakterisieren, bei denen neu gebildete Neurone denAdaptationsprozess unseres Modells sinnvoll unterst�utzen. Da SNG? (Gl. 4.2) die erfolg-rei
hste Strategie des Experiments ist (siehe Tab. 4.2), betra
hten wir diese Form derAdaptation haupts�a
hli
h und gehen nur am Rande auf die Strategie SNG\ (Gl. 4.3).Es wird uns die Stabilit�at des Kodes f�ur alte Erinnerungen in Abh�angigkeit vonder Statistik der Eindr�u
ke in Umgebung II bes
h�aftigen. Daf�ur wollen wir zun�a
hsteine vereinfa
hte Notation einf�uhren. Voraussetzungen und Bezei
hnungen der StrategieSNG? sind in der Tabelle 5.1 zusammengefasst.Umgebung I (A) Umgebung II (B)Ka KTII = �KTa KTb?�DAa DII = �DaltII DneuII � = Dopt(KII;B)Tabelle 5.1: Voraussetzungen der Strategie SNG? . In Umgebung I sind Kodierer und zugeh�origerDekodierer auf a-Muster optimiert. In Umgebung II kommen neue Gewi
htsvektoren hinzu, diealten Gewi
hte des Kodierers, Ka, ver�andern si
h ni
ht. Die neuen Vektoren des Kodierers,Kb? , sind auf B? optimiert, und der Dekodierer DII ist als Ganzes auf die KovarianzmatrixB, unter Nutzung des KodierersKII, optimiert. Wie �ubli
h seien die Kovarianzmatrizen A undB invertierbar und alle Kodierer haben H�o
hstrang, nI := Ka, nII := RgKII und g := RgKb? ,wobei g = nII � nI ist. Zur Notationsweise siehe Abs
hnitt 5.1.51



KAPITEL 5. UNTERSUCHUNG DES ADAPTATIONSPROZESSES 525.1 NotationDer Kodierer KII der Strategien mit Neurogenese gliedert si
h in zwei Teile: die Ge-wi
htsvektoren der \alten", s
hon in Umgebung I existenten Neurone und diejenigender hinzukommenden, \neuen" Neurone. Deshalb k�onnen wir KTII = �KaltII T KneuII T�s
hreiben (siehe Abs. 4.2.1). Die Strategie SNG? = �AnI ; �AnI ;B?g �	 sieht vor, dass dieGewi
hte der alten Neurone si
h ni
ht ver�andern, na
hdem sie in Umgebung I f�ur dieKodierung von a-Mustern optimiert worden sind; es ist also KI � AnI und KaltII = KI.Die Gewi
hte der neuen Neurone KneuII adaptieren hingegen auf den zu KaltII senkre
h-ten Teil der b-Muster (Gl. 4.2), es ist also KneuII � B?AnIg . Da wir in diesem Kapitelledigli
h die Strategie SNG? untersu
hen wollen, werden wir eine vereinfa
hte Notati-on einf�uhren, wel
he die Voraussetzungen re
ektiert: wir s
hreiben Ka := KaltII undKb? := KneuII . Die Indizes deuten an, dass beide Blo
kmatrizen des Kodierers KII aufa-Muster bzw. auf den zu KaltII senkre
hten Teil der b-Muster optimiert sind. Zusam-mengenommen s
hreiben wir den Kodierer der Umgebung II der Strategie SNG? imFolgenden KTII = �KTa KTb?�. In Umgebung I wird der Kodierer Ka = KI verwendet.Der Dekodierer der Umgebung II ist analog zum Kodierer in \alte" und \neue"Neurone gegliedert, DII = �DaltII DneuII �. Da der Dekodierer als Ganzes an die b-Muster adaptiert, sind die Blo
kmatrizen DaltII und DneuII i.A. vom gesamten, dur
h KIIkodierten Raum abh�angig. Wir k�onnen also ni
ht ohne weiteres z.B. DaltII als Dekodiererzu Ka identi�zieren. Letzteres ist jedo
h m�ogli
h, falls die von Ka und Kb? kodiertenAspekte der b-Muster miteinander unkorreliert sind, d.h. 
KabbTKTb?� = � oderglei
hbedeutend KaBKTb? = �. Dies zeigt folgende Re
hnung.DII = BKTII �KIIBKTII��1= B�KTa KTb?�  KaKb?!B�KTa KTb?�!�1= B�KTa KTb?� KaBKTa KaBKTb?Kb?BKTa Kb?BKTb?!�1[KaBKTb? =�℄ = B�KTa KTb?� �KaBKTa ��1 �� �Kb?BKTb?��1!= �BKTa �KaBKTa ��1 BKTb? �Kb?BKTb?��1�[Gl. 3.21℄ = �Dopt(Ka;B) Dopt(Kb?;B)� (5.1)Sind also die Vektoren der kodierten Teilr�aume alter und neuer Neurone miteinanderunkorreliert, k�onnen die Blo
kmatrizen des Dekodierers DII getrennt voneinander be-tra
htet werden und es ist DaltII = Dopt(Ka;B) und DneuII = Dopt(Kb? ;B). Da wir unszun�a
hst auf diesen Fall bes
hr�anken wollen, k�onnen wir, analog zum Kodierer KII,eine einfa
here Notation einf�uhren, die die Optimalit�at der Dekodierer wiedergibt. Wir



KAPITEL 5. UNTERSUCHUNG DES ADAPTATIONSPROZESSES 53s
hreiben DBa := Dopt(Ka;B) und DBb? := Dopt(Kb? ;B). Die Indizes dr�u
ken die Op-timalit�at f�ur Muster der Kovarianzmatrix B unter Verwendung der Kodierer Ka bzw.Kb? aus. Gilt also die Unkorreliertheit KaBKTb? = �, folgt DII = �DBa DBb?�.Da Kodierer und Dekodierer in Umgebung I f�ur a-Muster optimal sind, s
hreibenwir au
h hier einfa
h KI = Ka und DI = DAa := Dopt(Ka;A). Man bea
hte, dass dieDekodierer DAa und DBa im Allgemeinen ni
ht identis
h sind, obwohl glei
he Kodierer-gewi
hte (n�amli
h Ka) zur Optimierung verwendet wurden (vergl. Gl. 3.21).5.2 Stabilit�atsma�eDas Fehlerma� "AjB (Gl. 4.7) quanti�ziert den Bekanntheitsgrad der a-Muster na
hAdaptation an b-Muster. Wir wollen jetzt mathematis
h zeigen, dass "AjB (in Stra-tegie SNG? ) dur
h die Ver�anderung der alten Gewi
hte des Dekodierers haupts�a
hli
hbeein
usst wird. Dabei setzen wir die Unkorreliertheit KaBKTb? = � voraus und be-nutzen deshalb im Folgenden die Bezei
hnungen aus Abs
hnitt 5.1.Laut De�nition von "AjB (Gl. 4.7) gilt bei Nutzung des KodierersKII = �KTa KTb?�"AjB(KII) = Sp�P̂TIIP̂IIA� ; (5.2)wobei P̂II := (I�DIIKII) die zugeh�orige komplement�are Projektion ist (siehe Abs. 3.2.4).Man bea
hte, dass P̂II zwar idempotent, aber i.A. ni
ht symmetris
h ist, da KII alsGanzes i.A. keinen Eigenraum von B aufspannt (Gl. 3.28); es verh�alt si
h ja nur einTeil der Neurone plastis
h. P̂II l�asst si
h mit den eingef�uhrten Blo
kmatrizen s
hrei-ben (siehe Abs. 5.1): P̂II = I� �DBa DBb?� KaKb?! (5.3)= I�DBaKa �DBb?Kb?; (5.4)Damit kann man in Gl. 5.2 aus multiplizieren"AjB(KII) = Sp��I�DBaKa �DBb?Kb?�T�I�DBaKa �DBb?Kb?�A�[Sp (�) ; s.u.℄ = Sp��I� 2DBaKa +KTaDBa TDBaKa� 2DBb?Kb? +KTb?DBb?TDBb?Kb?�A� (5.5)Neben Eigens
haften der Spur (angedeutet dur
h Sp (�)) wurde zur Ableitung vonGl. 5.5 der Sa
hverhalt Kb?AKTa = � benutzt. Letzteres gilt erstens deswegen, weil,wegen der Optimalit�at von Ka auf a-Muster, die Zeilenvektoren von Ka einen Ei-genraum von A aufspannen (Gl. 3.62); damit l�asst si
h eine Matrix M �nden, so



KAPITEL 5. UNTERSUCHUNG DES ADAPTATIONSPROZESSES 54dass AKTa = KTaM gilt (vergl. \3: () 4:", Abs
hnitt A.1.2). Da zweitens die Ge-wi
htsvektoren neuer und alter Neurone des Kodierers senkre
ht zueinander stehen,Kb?KTa = �, hat man zusammengenommen Kb?AKTa = Kb?KTaM = �. Bearbei-ten alte und neue Neurone a-Muster, sind die kodierten Formate bei Verwendung derStrategie SNG? also stets unkorreliert (im Gegensatz zur Situation in SNG\ ).Wenn man davon ausgeht, dass die alten Neurone Ka bereits die wesentli
he Varia-bilit�at der a-Muster erfassen, werden die neuen Neurone nur no
h unwesentli
he Detailsder a-Muster zus�atzli
h kodieren. Man kann deshalb n�aherungsweise Kb?A � � an-nehmen. Mit dieser N�aherung wird aus Gl. 5.5[Kb?A � �℄ "AjB(KII) � Sp��I� 2DBaKa +KTaDBa TDBaKa�A�= Sp��I�DBaKa�T �I�DBaKa�A� (5.6)[Gl. 4.7℄ = "AjB(Ka) (5.7)[Gl. 4.8℄ = � AjB(Ka) (5.8)Die Wiederherstellungsqualit�at gespei
herter Muster � AjB ist wegen der Konstanz derGewi
hte alte Neurone im Kodierer f�ur SNG? identis
h mit dem auf die alten Neuronebes
hr�anktem Fehlerma� "AjB(Ka). Nun sehen wir au
h, dass die N�aherung Kb?A �� im Experiment zutri�t (0:04 Di�erenz zwis
hen den Fehlerma�en, Tab. 4.2). Diesliegt daran, dass die relevante Information von Ka bereits kodiert wurden (wegen ` =ninfo, Abs
hnitt 4.5). Der Rekonstruktionsfehler der a-Muster mithilfe des DekodierersDBa , i.e. "AjB(Ka), ist o�ensi
htli
h dann minimal, wenn DBa f�ur A (anstatt f�ur B)optimal w�are, d.h. wennDBa undDAa identis
h sind. Das Minimum von "AjB(Ka) ist deroptimale Rekonstruktionsfehler "A(Ka) (Gl. 3.35). Im Allgemeinen gilt jedo
h aufgrundder Abh�angigkeit des optimalen Dekodierers von der Verteilung DBa 6= DAa (Gl. 3.21).Das bedeutet insbesondere "AjB(Ka) � "A(Ka): (5.9)Die Rekonstruktion von a-Mustern na
h der Adaptation an b-Muster in Umgebung IIkann, f�ur glei
he Anzahl Neurone, ni
ht besser werden, als sie vor der Adaptationgewesen ist (vergl. Teil (a) und Teil (
) im Experiment, Tab. 4.2). W�urde man alleNeurone gemeinsam betra
hten, w�are dies zwar prinzipiell m�ogli
h (Gl. 3.65), nur istes unwahrs
heinli
h, da die neuen Neurone Kb? ja ni
ht an a-Muster adaptieren, umdie Rekonstruktion zu verbessern.Wir wollen "AjB(Ka) nun weiter umformen[Gl. 4.7℄ "AjB(Ka) = Sp��I�DBaKa�T �I�DBaKa�A�[Sp (�)℄ = Sp ��I�DBaKa�A�� Sp�KTaDBa T �I�DBaKa�A�(5.10)Der erste Summand in Gl. 5.10 �ahnelt der Form na
h dem optimalen Rekonstruktions-fehler "A = Sp ��I�DAa Ka�A�. Tats�a
hli
h ist Sp ��I�DAa Ka�A� = Sp ��I�DBaKa�A�,



KAPITEL 5. UNTERSUCHUNG DES ADAPTATIONSPROZESSES 55obwohl i.A. DBa 6= DAa gilt. Das liegt daran, dass einerseitsDBa undDAa optimale Deko-dierer bzgl. der glei
hen Kodierung sind und daherKaDBa =KaDAa = I folgt (Gl. 3.24).Andererseits spannt Ka einen Eigenraum von A auf, so dass eine Matrix M mit derEigens
haft KaA =MKa gefunden werden kann (vergl. \3:() 4:", Abs
hnitt A.1.2).Man sieht es wie folgt[KaA =MKa℄ Sp ��I�DBaKa�A� = SpA� Sp �DBaMKa�[Sp (�)℄ = SpA� Sp �KaDBaM�[KaDBa = KaDAa = I℄ = SpA� Sp �KaDAaM�= Sp ��I�DAa Ka�A�[Gl. 3.35℄ = "A(Ka) (5.11)In der Herleitung von Gl. 5.11 haben wir die Identit�at Sp�KTaDBa TA� = Sp�KTaDAa TA�gezeigt. Es wurde s
hon fr�uher bewiesen (Gl. 3.28), dassDAa Ka, wegen der Optimalit�atbeider Matrizen f�ur die glei
he Verteilung, eine symmetris
he Projektion ist; deshalbgilt KTaDAa T = KTaDAa TDAa Ka. Insgesamt l�asst si
h Gl. 5.10 jetzt zu folgendem Ergeb-nis au
�osen."AjB(Ka)� "A(Ka) = Sp�KTaDBa TDBaKaA�� Sp�KTaDBa TA� (5.12)= Sp�KTaDBa TDBaKaA�� Sp�KTaDAa TDAa KaA�= Sp�KaAKTa �DBa TDBa �DAa TDAa �� (5.13)Da der Dekodierer in Umgebung I dur
h DI = DAa gegeben ist und die Gewi
htedieser alten Neurone in Umgebung II laut SNG? gerade DaltII = DBa war { sofern dieUnkorreliertheit der Kodierungen KaBKTb? = � gilt (siehe oben) {, l�asst Gl. 5.13den S
hluss zu, dass die Stabilit�at der alten Gewi
hte des Dekodierers f�ur die G�uteder Wiederherstellung gespei
herter Muster und der Rekonstruktion vermeintli
h \be-kannter" Eindr�u
ke haupts�a
hli
h verantwortli
h ist. Die Ver�anderung der Dekodierungwird zus�atzli
h von der Kovarianzmatrix der kodierten Darstellung der a-Muster, i.e.KaAKTa , gewi
htet, um den Zuwa
hs des Rekonstruktionsfehlers "AjB(Ka) vom Mini-mum "A(Ka) festzulegen.Da die Ver�anderung der Gewi
hte des Dekodierers dur
h den Adaptationsprozessauss
hlaggebend f�ur die G�ute der Rekonstruktion gespei
herter Muster ist, k�onnen wiruns nun auf die Untersu
hung des Dekodierers bes
hr�anken.5.3 Stabilit�at des Kodes alter NeuroneWir wollen jetzt analysieren, an wel
he Art neuer Eindr�u
ke b das Modellsystem ad-aptieren kann, ohne a-Muster zu \vergessen". Dazu untersu
hen wir, f�ur wel
he Ko-varianzmatrizen B die Konstanz der alten Gewi
hte des Dekodierers gew�ahrleistet ist.
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hnitt gelte weiterhin Kb?BKTa = �; es ist also DaltII = DBa und au
hDI = DAa (vergl. Abs
hnitt 5.1).Es l�asst si
h na
hweisen (siehe Abs. A.1.4), dass die Bilder beider Dekodierer, DAaund DBa , genau dann identis
h sind, wenn Ka, neben dem gr�o�ten Eigenraum von A,au
h einen Eigenraum der Kovarianzmatrix B aufspannt. Seien n�amli
h vi die Eigen-vektoren von B, dann giltBildDBa = BildDAa () BildKTa = hvj jj 2 J � Nni (5.14)Es ist klar, dass die Dimension des Eigenraums hvjjj 2 J i mit der des Bildes von KTa�ubereinstimmt, i.e. jJ j = nI. Glei
hheit der Bilder der Dekodierermatrizen ist zwarnotwendig, aber ni
ht hinrei
hend f�ur die Glei
hheit der Gewi
hte der Dekodierer.Sind die Gewi
htsvektoren (Zeilenvektoren) des Kodierers Ka jedo
h orthogonal,ist der zugeh�orige optimale Dekodierer ni
ht von der Verteilung abh�angig (Gl. 3.29).Dann ist die Glei
hheit der Bilder beider Dekodierer in Gl. 5.14 glei
hbedeutend mit derIdentit�at der Matrizen, DBa = DAa . Orthogonalit�at der Gewi
htsvektoren im Kodierererweist si
h daher als besonders f�orderli
h f�ur die Stabilit�at des Dekodierers. Wir habendiesen E�ekt bereits den Ergebnissen des Experiments entnommen (siehe Abs. 4.5);man verglei
he z.B. die extremen Fehlerwerte f�ur ni
ht orthogonale Gewi
htsvektorenin Tab. 4.3.Die Auswahl derjenigen Kovarianzmatrizen B, wel
he die Gewi
hte des Dekodierersna
h Adaptation ni
ht beein
ussen, ist dur
h die Bedingung, dass Ka einen Eigenraumvon B aufspannt, stark einges
hr�ankt (vergl. Diskussion). Allerdings ist in Gl. 5.14 ni
htdie Forderung gestellt, dass Ka den gr�o�ten Eigenraum aufspannen muss; es kann einbeliebiger sein. Deshalb k�onnen wir Verteilungen Pb der b-Muster, die auf die Stabilit�atdes Kodes g�unstig wirken, in Abs
hnitt 5.3.2 n�aher 
harakterisieren.Die �Aquivalenz Gl. 5.14 beinhaltetet glei
hfalls eine Aussage �uber Verteilungen Pb,in denen der Adaptationsprozess die Gewi
hte des \alten" Dekodierers trotz der Kon-servierung der Gewi
hte des Kodierers Ka ver�andert. Gilt die n�amli
h Unkorreliertheitder kodierten Darstellungen Kb?BKTa = �, sind es all jene Verteilungen Pb, in denenKa keinen Eigenraum von B aufspannt. Im folgenden Unterabs
hnitt geben wir einBeispiel f�ur eine derartige Verteilung.5.3.1 \Ung�unstigste" VerteilungAnhand eines dreidimensionalen Beispiels soll eine m�ogli
he Modi�kation der Gewi
htedes Dekodierers na
h dem Adaptationsprozess verans
hauli
ht werden. Es wird alsoDAa 6= DBa na
hgewiesen. Zuglei
h wird die zweidimensionale Verteilung angegeben,wel
he die Gewi
hte des Dekodierers, bei vorgegebenen Spektrum der Verteilung, amst�arksten beein
usst, d.h. seine Norm in Umgebung II maximiert.Es wird \r�u
kw�arts" vorgegangen, indem zuerst B und Kb? und dana
h Ka undA festgelegt werden. Dies hat allein den Vorteil, dass die Glei
hungen �ubersi
htli
herwerden, weil die Koordinatena
hsen dur
h die Hauptkomponenten von B vorgegeben



KAPITEL 5. UNTERSUCHUNG DES ADAPTATIONSPROZESSES 57werden k�onnen. Es sei also B = diag (�1; �2; �3) (5.15)die dreidimensionale Kovarianzmatrix der b-Muster, mit �1 � �2 � �3 > 0. Der Kodie-rer Ka in Umgebung I sei eindimensional, in Umgebung II komme eine weitere Dimen-sion hinzu, d.h. KII = �Ka Kb?�. Um mit diesen Voraussetzungen die BedingungKb?BKTa = �, die Unkorreliertheit beider Teilr�aume des Kodierers KII, zu erf�ullen,m�ussen Ka und Kb? Linearkombination unters
hiedli
her Eigenvektoren von B sein(siehe au
h Gl. 3.27). Es gibt also zun�a
hst zwei qualitativ vers
hiedene M�ogli
hkei-ten, dur
h Festlegung von Ka die Unkorreliertheit zu errei
hen: (i) Ka liegt in einemeindimensionalen Eigenraum von B, also parallel zu einer Koordinatena
hse, oder (ii)Ka liegt in einer Ebene die von zwei Eigenvektoren von B aufgespannt wird (und esgilt ni
ht (i)). Laut Aussage Gl. 5.14 w�urde im Fall (i) der Dekodierer stabil bleiben,also DAa = DBa . Wir interessieren uns daher f�ur (ii) und w�ahlen f�ur den Kodierer Kadie Ebene, die dur
h e2 und e3 aufgespannt wird; damit steht Ka senkre
ht zu e1. Dasneue Neuron im Kodierer, Kb? , adaptiert an den Teil eines b-Musters, der orthogonalzu Ka ist. Es lernt also den gr�o�ten Eigenvektor von B? (und ni
ht von B). Da na
hKonstruktion die gr�o�te Hauptkomponente e1 von B, stets senkre
ht zu Ka ist, ist sieau
h (gr�o�ter) Eigenvektor der Matrix B?, so dass Kb? diese Ri
htung kodiert; es istalso Kb? = 
 e1T , 
 2 R.Na
h Konstruktion haben wir damitKaBKTb? = 0 errei
ht und wissen nun, dass dieBlo
kmatrizen des DekodierersDII unabh�angig voneinander zu betra
hten sind (Gl. 5.1).Wir k�onnen daher DaltII = DBa und DneuII = DBb? s
hreiben (vergl. Abs
hnitt 5.1). Wirinteressieren uns f�ur die Stabilit�at der alten Neurone im Dekodierer, m�ussen daher DBamit DAa verglei
hen.Da si
h wegen der Unkorreliertheit des alten und neuen Kodierers, KaBKTb? = 0,alle interessierenden Gr�o�en in der Ebene senkre
ht zuKTb? = 
e1 be�nden, k�onnen wiruns auf die Betra
htung dieser Ebene bes
hr�anken. Damit sind die b-Muster e�ektivzweidimensional: ~B = diag (�2; �3) (5.16)Man bea
hte, dass dadur
h Ka, wie au
h DBa und DAa , zwei- statt dreidimensionaleVektoren sind, wir belassen es aber o.B.d.A. bei der glei
hen Notation.Im Abs
hnitt 5.2 haben wir gesehen, dass Ver�anderung der alten Dekodierergewi
htedirekten Ein
uss auf die Wiederherstellungsqualit�at gespei
herter Muster, � AjB(Ka),und glei
herma�en auf den \Bekanntheitsgrad" alter Eindr�u
ke, "AjB(Ka), aus�ubt(Gl. 5.13). In der Tat ist f�ur einen eindimensionalenKodierer die Maximierung der Normvon DBa unter Variation der Kovarianzmatrix B glei
hbedeutend mit der Maximierungvon "AjB(Ka). Denn nehmen wir �ubersi
htshalber Ka als normiert an, KaKTa = 1,
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hst DAa =KTa (Gl. 3.29) und mit Gl. 5.13:"AjB(Ka)� "A(Ka) = Sp�KaAKTa �DBa TDBa �DAa TDAa ��[s.o. , Ka � A1℄ = �1 �jDBa j2 � 1� ; (5.17)wobei �1 der gr�o�te Eigenwert von A sei, der ja zum Eigenvektor Ka (wg. der Opti-malit�at Ka � A1) geh�ort.Wir werden nun die Norm des Dekodierers DBa f�ur ein beliebig vorgegebenes Spek-trum maximieren (Gl. 5.15), d.h. die Drehung der Kovarianzmatrix B zu A variieren.Um eine Matrix B gem�a� den gema
hten Voraussetzungen zu w�ahlen, legen wir jedo
hdie Lage des Kodierers Ka (anstatt von B) in der Ebene fest. Da Ka stets der gr�o�teEigenvektor von A ist, de�nieren wir dadur
h vers
hiedene B, nur dass wir stets dieHauptkomponenten von B als Koordinatena
hsen benutzen (siehe oben). Es sei alsoKa eine beliebiger, �ubersi
htshalber normierter Vektor im R2 :Ka(') := �sin' 
os'� : (5.18)Damit ist der Dekodierer in Umgebung I gerade dur
h den transponierten Gewi
htsvek-tor des Kodierers DAa (') = KTa (') (wg. Gl. 3.29) gegeben und na
h den Ergebnissendes vorhergehenden Beispiels folgt (Abs
hnitt 3.2.7, Gl. 3.72):DBa (') = ~BKa(')T �Ka(')~BKa(')T��1= 1�2 sin2 '+ �3 
os2 '  �2 sin'�3 
os'! (5.19)Die Norm jDBa (')j s
hreibt si
hjDBa (')j = q�22 sin2 '+ �23 
os2 '�2 sin2 '+ �3 
os2 ' (5.20)Nun k�onnen wir die Extrema ermitteln. Neben den eher ersi
htli
hen Extrema ' 2fz �2 jz 2 Zg, das sind die Nullstellen von 
os2 ' � sin2 ', �ndet man na
h etwas Algebraweitere bei '� = z� + ar

os �r �2�2 + �3! : (5.21)W�ahrend jDBa (z �2 )j = 1 ist, gilt jDBa ('�)j = 12 �2 + �3p�2�3 : (5.22)Da f�ur positive Zahlen das arithmetis
he Mittel gr�o�er glei
h dem geometris
hen ist,sind die Stellen '� stets Maxima. Sind die Hauptkomponenten der Verteilungen A undB um den Winkel '� zueinander gedreht, ergibt si
h na
h dem Adaptationsprozess der



KAPITEL 5. UNTERSUCHUNG DES ADAPTATIONSPROZESSES 59alten Neurone des Dekodierer an b-Muster die maximale Norm des Gewi
htsvektors(bei vorgegebenen Eigenwerten).Als Abs
hluss des Beispiels bere
hnen wir den Rekonstruktionsfehler vermeintli
h\bekannter" a-Muster an der Stelle '�, der ja (bei vorgegebenen Eigenwerten) amgr�o�ten ist (Gl. 5.17):"AjB(Ka('�))� "A(Ka('�)) = �1 14 (�2 + �3)2�2�3 � 1!= �1 14 (�2 � �3)2�2�3 (5.23)Man erkennt die Abh�angigkeit von den Eigenwerten gut. Je wi
htiger die kodierteHauptkomponente Ka('�) ist, d.h. je gr�o�er der zugeh�orige Eigenwert �1 ist, destos
hle
hter wirkt si
h nat�urli
h eine verzerrte Rekonstruktion aus.Interessanterweise h�angt die Gr�o�e der Norm (und damit au
h die Gr�o�e des Rekon-struktionsfehlers "AjB) kritis
h von dem Verh�altnis der dur
h die neuen Neurone Kb?ni
ht kodierten Eigenwerte von B ab, i.e. �2 und �3. Falls n�amli
h �2 � �3 gilt, dieHierar
hie dieser Eigenwerte also stark ausgepr�agt ist, wird die Norm des DekodierersjDBa ('�)j sehr gro�; im Grenzfall �3 ! 0 bei konstantem �2 divergiert sie sogar:jDBa ('�)j = 12 �2 + �3p�2�3 � 12r�2�3 �3!0���!1 (5.24)Sind die Eigenwerte �i, i = 2; 3 dagegen identis
h, bleibt der Dekodierer unver�andert;die Ri
htung des Kodierers und Dekodierers ist identis
h.Es sei bemerkt, dass eine Vergr�o�erung der Norm des optimalen Dekodierers immerau
h eine Zunahme des Winkels zwis
hen Kodierungsvektor und zugeh�origem optima-lem Dekodierungsvektor zur Folge hat (und andersherum). Denn dur
h die BedingungKDopt = I (Gl. 3.24), i.e. kTi dj = Æij in Vektors
hreibweise, ist das Skalarproduktzwis
hen Gewi
htsvektoren des Kodierers und des optimalen Dekodierers festgelegt.Verl�angert si
h der Vektor dj, muss er glei
hzeitig von kj \weg gedreht" werden, umkTj dj = 1 aufre
ht zu erhalten.Die Ver�anderung der Norm und Ri
htung des Dekodierers verbessern den Rekon-struktionsfehler der b-Muster, weil die Rekonstruktion dadur
h den gr�o�ten Hauptkom-ponenten der Verteilung angepasst wird. Da das kodierte b-Muster, Kab, mit Ri
htun-gen der Verteilung korreliert ist, deren Varianz st�arker ist als in Ri
htung des KodierersKa, kann der Dekodierer die Rekonstruktion verbessern, indem er die kodierte, niedrig-dimensionale Form der Daten in Ri
htungen st�arkerer Varianz in den UrsprungsraumRn zur�u
k projiziert (vergl. Abb. 5.1). Der E�ekt ist, dass der Dekodierer DBa ni
ht indie glei
he Ri
htung zeigt wie der KodiererKa. Da DAa dagegen, wegen der Optimalit�atvon Kodierer und Dekodierer auf a-Muster, die kodierte Darstellung \korrekt" zur�u
kprojiziert, also in den Unterraum des Ursprungsraums, aus dem der Kodierer Ka diekodierte Darstellung gewonnen hat (BildKTa = BildDAa , siehe Gl. 3.28), ver�andernsi
h also die Gewi
htsvektoren des Dekodierers na
h Adaptation, d.h. DBa 6= DAa . In



KAPITEL 5. UNTERSUCHUNG DES ADAPTATIONSPROZESSES 60der Konsequenz dieser Ver�anderung k�onnen a-Muster trotz Stabilit�at des Kodierersni
ht mehr korrekt dekodiert werden (Abb. 5.1 F).Der Kodierer Ka('�) ist derart, dass die Hauptkomponenten von B, die mit demVektor Ka('�) korreliert sind, in der kodierten Darstellung identis
he Standardabwei-
hung besitzen, denn es ist1 Ka('�)eip�i = konst., i = 2; 3. War die Datenverteilungurspr�ungli
h z.B. zigarrenf�ormig, liegen alle \Randpunkte" in der kodierten Darstellung�ubereinander. Es wird dann die Rekonstruktion dadur
h optimiert, dass der Dekodiererin die L�angsa
hse der Zigarre gedreht und gestre
kt wird (siehe Abb. 5.1).5.3.2 FolgerungenWir haben uns bis jetzt auf den Fall der Strategie SNG? bes
hr�ankt, in dem die alten undneuen Kodiererneurone, Ka bzw. Kb? , in orthogonalen Eigenr�aumen der b-Verteilung\leben"; mit den Eigenvektoren2 vi, i 2 Nn , von B galt n�amli
h stetsBildKTa � hviji 2 Ialt � Nni und BildKTb? � hvj jj 2 NnnIalti (5.25)Denn die Unkorreliertheit der Vektoren beider kodierten Unterr�aume ist notwendigf�ur die Unkorreliertheit ihrer kodierten Darstellungen, i.e. Kb?BKTa = � (folgt ausder Linearit�at der Kodierung). Letzteres haben wir in den vorangehenden Abs
hnittenvorausgesetzt und dazu zwei qualitativ unters
hiedli
he Situationen vorgefunden (mitIalt aus Gl. 5.25):(i) Die Gewi
hte der alten Neurone im Kodierer, i.e. Ka, spannen einen Eigenraumvon B auf, d.h. jIaltj = nI.(ii) BildKTa ist ein e
hter Teilraum eines Eigenraums von B, d.h. jIaltj > nI, und esgilt ni
ht (i).1Anmerkung (ohne Beweis): Man kann diesen ung�unstigen Kodierungsvektor Ka('�) au
h im Rn�nden, dann ist er n�amli
h dur
h folgende Glei
hung de�niertk := 1
 nXi=nII+1 1p�i viDabei ist 
2 := Pnj=nII+1 1�j eine Normierungskonstante, so dass kTk = 1. Die Eigenvektoren vivon B mit den Indizes nII + 1; : : : ; n sind diejenigen, die zwar mit dem Kodierer KII korreliert, aberni
ht vollst�andig kodiert sind. Ist die Hierar
hie der zugeh�origen Eigenwerte stark ausgepr�agt, wirdder optimale Dekodierer DBa gegen�uber DAa stark verzerrt (vergl. Gl. 5.24). Die zu Gl. 5.22 analogeGlei
hung der Norm des Dekodierers ist dannDBa TDBa = 1(n� nII)2 0� nXi=nII+1�i1A0� nXi=nII+1 1�i1A2Die n Eigenvektoren vi seien stets so gew�ahlt, dass sie zusammengenommen eine Orthonormalbasisdes Rn bilden.
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Abbildung 5.1: Beispiel f�ur die Ver�anderung des Dekodierers trotz stabilem Kodierer. Abb. Aund B entspre
hen Teil (a), Abb. C und D Teil (b) und Abb. E und F Teil (
) des Experiments(Abb. 4.1). Linke Seite: Multivariate Normalverteilungen mit Kodierer und Dekodierer. Re
hteSeite: Rekonstruktion der Muster der gegen�uberliegenden Verteilung. Abbildung A: OptimalerKodierer Ka('�) (dur
hgezogene Linie) und optimaler Dekodierer Ka('�)T (sie liegen �uber-einander). Verteilung: Eigenwerte der auf Kb? = 
e1T projizierten Kovarianzmatrix A, i.e. ~A,sind �1 = 0:9 und �2 = 0:09. Die dritte Eigenri
htung von A, mit Eigenwert �3 = 0:01, liegt inRi
htung e1 und ist daher ni
ht zu sehen. Abbildung B : Rekonstruktion mit optimalem Kodie-rer und Dekodierer aus Abb. A. Abbildung C : Verteilung ~B, die Projektion von B in den KernvonKb? = 
e1T . B hat die glei
hen Eigenwerte wie A, �1 = 0:9; �2 = 0:09 und �3 = 0:01, liegtaber anders im R3 : die Koordinatena
hsen entspre
hen den Eigenvektoren von B. Der gr�o�teEigenvektor zeigt in Ri
htung e1 und wird dur
h Kb? kodiert. Kodierer Ka('�) (dur
hgezo-gene Linie) und auf B optimierter Dekodierer DBa ('�) (gestri
helte Linie) sind eingezei
hnet.Der Dekodierer ist o�ensi
htli
h na
h Umgebungswe
hsel verzerrt, also DAa = DI 6= DaltII = DBa(vergl. Abb. A). Abbildung D : Rekonstruktion der Muster aus Abb. C. Abbildung E : Um dieRekonstruktion von a-Mustern na
h dem Adaptationsprozess an b-Muster zu testen ist erneut~A aus Abb. A zu sehen. Nun wird Kodierer Ka('�) (dur
hgezogene Linie) und Dekodierer DBa(gestri
helte Linie) anstatt DAa verwendet. Abbildung F : Rekonstruktion der Verteilung ~A.Man erkennt deutli
h den Unters
hied zu Abb. B; die Rekonstruktion der vermeintli
h bekann-ten a-Muster ist dur
h den Dekodierer wegen DAa 6= DBa gedreht und gestre
kt.



KAPITEL 5. UNTERSUCHUNG DES ADAPTATIONSPROZESSES 62Fall (i)Tritt Fall (i) ein (vergl. Abb. 5.2 A), wird der kodierte Raum der b-Verteilung au
h zurDekodierung benutzt, d.h. BildKTa = BildDBa . Wird beispielsweise eine Ebene von denGewi
htsvektoren des Kodierers Ka im Raum der Feuerraten der EC-Neurone, Rn , de-�niert, projiziert der Dekodierer im Fall (i) auf diese Ebene zur�u
k. Die Rekonstruktionder Daten besteht dann nur aus Varianz in der dur
h den Kodierer festgelegten Ebene.Dies ist au
h vor dem Umgebungswe
hsel so, weil Kodierer Ka und Dekodierer DAain Umgebung I auf die a-Muster optimiert sind und deshalb BildKTa = BildDAa folgt(Gl. 3.28). Sind die Gewi
htsvektoren des KodierersKa nun zus�atzli
h orthogonal, kannsogar die Konstanz der Gewi
hte des Dekodierers na
h der Adaptation an b-Muster,i.e. DAa = DBa vorausgesagt werden. Dur
h die Stabilit�at der alten Dekodierergewi
htewird eine getreue Rekonstruktion von a-Muster gewahrt.Fall (ii)Liegt der Fall (ii) vor (vergl. Abb. 5.2 D), wird der Dekodierer dur
h den Adaptations-prozess ver�andert, i.e. DAa 6= DBa . Das liegt daran, dass der kodierte Raum, BildKTa ,mit mehr als nI Hauptkomponenten der b-Verteilung korreliert ist. Damit projiziertder Dekodierer in Umgebung II ni
ht mehr in den dur
h den Kodierer Ka de�niertenRaum, denn es ist BildKTa 6= BildDBa (Gl. 3.28). W�urde Kodierer Ka in einem sol
henFall eine Ebene im Rn de�nieren, best�unde die Rekonstruktion der Daten na
h derAdaptation aus Varianz in einer anderen Ebene (n�amli
h in der dur
h die Gewi
hts-vektoren des Dekodierers DBa de�nierten Ebene). Diese Verzerrung des Dekodierers,l�ost eine Vers
hle
hterung der Rekonstruktion vermeintli
h bekannter a-Muster aus,denn die bestm�ogli
he Dekodierung dieser Muster w�are DAa .Ist die Hierar
hie der Eigenwerte �i; i 2 Ialt, des Eigenraums hviji 2 Ialti kleinsterDimension, in dem das Bild des Kodierers Ka e
ht enthalten ist (siehe Gl. 5.25), aus-gepr�agt, ist eine starke Abwei
hung des Dekodierers DBa gegen�uber DAa m�ogli
h. Wirhaben dies im Beispiel des Abs
hnitts 5.3.1 verdeutli
ht.GrenzfallSind im Fall (ii) die Eigenwerte �i; i 2 Ialt alle glei
h, �i = �j ; i; j 2 Ialt, erfolgt keineVerzerrung, sondern die Gewi
hte des Dekodierers bleiben erhalten, DAa = DBa (sieheau
h Gl. 5.23). In diesem Grenzfall ist n�amli
h ein beliebiger Vektor des KodierersKa bereits ein (degenerierter) Eigenvektor von B. Es ist also genau genommen einSpezialfall von (i) (Abb. 5.2 B).Die Glei
hheit der Eigenwerte �i, i 2 Ialt, bedeutet, dass die Variabilit�at der b-Muster in jeder Ri
htung des Unterraums hviji 2 Ialti glei
hverteilt ist. Diese Struk-tur der Verteilung nannten wir im Experiment \Raus
hen" und identi�zierten es mit\unwesentli
hen Details" der Muster (Abs
hnitt 4.4). Im Experiment wurde die Ko-varianzmatrix A in beliebiger Weise gedreht, um die Kovarianzmatrix B zu erzeugen.
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h den \Raus
hanteil" von 3 : 1 (45 : 15) wurde ann�ahrend die Glei
hheit der Ei-genwerte �i, i 2 Ialt, errei
ht; die alten KodiererneuroneKa haben nur das \Raus
hen"der b-Muster \gesehen" und die wesentli
he Variabilit�at von b liegt orthogonal zu Ka(Voraussetzung Gl. 5.25). Unter anderem deshalb ist die Rekonstruktion der a-Musterna
h dem Anpassungsprozess in SNG? vergli
hen mit den anderen Strategien re
ht gut(vergl. Tab. 4.2, Teil (
)).5.3.3 Neurogenese induziert Stabilit�atWir haben bis jetzt die Unkorreliertheit der Kodierung neuer und alter Neurone, KaundKb?, f�ur b-Muster vorausgesetzt, i.e. KaBKTb? = �. Dies ist in der Strategie SNG?ni
ht notwendigerweise erf�ullt. Zwar sind neue und alte Kodierer zueinander orthogonal,KaKTb? = �, aberKb? spannt keinen Eigenraum von B auf, sondern einen Eigenraumvon B?. Die Eigenvektoren beider Matrizen sind i.A. ni
ht identis
h. Denn w�ahrendalle (ni
ht degenerierten) Eigenvektoren von B? = P̂IBP̂I (Gl. 4.1) senkre
ht zu Kastehen (P̂I = (I�DAa TKa) ist eine symmetris
he Projektion auf den Kern des KodierersKa, siehe Gl. 3.28), k�onnen die Eigenri
htungen von B beliebig ausgeri
htet sein.Wenn die Kodierungen beider Blo
kmatrizen Ka und Kb? in Umgebung II korre-liert sind, d.h. KaBKTb? 6= �, kann man nur eine Aussage �uber den gesamten KodiererKTII = �KTa KTb?� und Dekodierer DII = Dopt(KII;B) ma
hen. Nun hilft aber folgen-de allgemeine Aussage, die wir s
hon h�au�ger verwendet haben: Spannt ein Kodierereinen Eigenraum einer Kovarianzmatrix auf, projiziert der zur Kovarianzmatrix undKodierer geh�orende optimale Dekodierer wieder in denselben Raum zur�u
k, und an-dersherum (wegen Gl. 3.26 () Gl. 3.28). Auf die Situation in Umgebung II mit KII,DII und B bezogen, lautet die Aussage:BildKTII = hvj jj 2 JII � Nni () BildKTII = BildDII (5.26)Setzt man die Orthogonalit�at des gesamten Kodierers KII voraus, folgt aus der Glei
h-heit der Bilder von Dekodierer und Kodierer (Gl. 5.26), dass jeder Gewi
htsvektor dides Dekodierers DII dur
h den zugeh�origen Spaltenvektor ki des Kodierer KII festge-legt ist (Gl. 3.29): di = 1jkij2ki. Da nun die alten Neurone in Umgebung I die glei
heKodierung benutzten wie in Umgebung II, kann man au
h jetzt die Stabilit�at der altenGewi
hte im Dekodierer bei Umgebungswe
hsel erwarten, DaltII = DI. Wir bemerken,dass Orthogonalit�at zwis
hen neuem und altem Kodierer dur
h die Strategie SNG? stetsgew�ahrleistet wird, denn es ist Kb?KTa = �.Die �Aquivalenz (Gl. 5.26) ist eine allgemeinere Aussage als die weiter oben herge-leitete (Gl. 5.14), weil in hier (Gl. 5.26) ni
ht gefordert ist, dass die alten Gewi
hte desKodierers,Ka, f�ur si
h einen Eigenraum von B aufspannen m�ussen. Zur Verdeutli
hungkonstruieren wir ein Beispiel, das dur
h die fr�uhere Aussage (Gl. 5.14) ni
ht abgede
ktist. Es sei angenommen, dass der Kodierer Ka keinen Eigenraum von B aufspannt.BildKTa ist also ein e
hter Unterraum eines Eigenraums V. Der Eigenraum V habe nureine Dimension mehr als das Bild des Kodierers, d.h. BildKTa � V = hviji 2 I � Nni,



KAPITEL 5. UNTERSUCHUNG DES ADAPTATIONSPROZESSES 64mit jIj = nI + 1. Damit nun KII insgesamt einen Eigenraum aufspannt, muss diezur Vervollst�andigung fehlende Dimension mittels einem neuen Neuron, i.e. ein Ge-wi
htsvektor aus Kb?, kodiert werden. O�ensi
htli
h ist dies prinzipiell m�ogli
h. Eswird jedo
h nur ges
hehen, wenn diese fehlende Ri
htung zu den g gr�o�ten Hauptkom-ponenten von B? geh�ort oder eine Linearkombination dieser Hauptkomponenten ist.Denn Kb? kodiert ja laut Strategie eben diese g gr�o�ten Hauptkomponenten von B?(Gl. 4.2). Ist die Ri
htung aber \relevant genug", wird sie von den neuen Neuronenkodiert werden. Man sieht, dass die Aussage (Gl. 5.26) Verteilungen Pb beinhaltet, diewir no
h ni
ht zu denen gez�ahlt haben, in denen trotz Adaptation der Kode der altenNeurone stabil bleibt.Interessanterweise w�urde der alte Dekodierer ohne Hinzuf�ugen neuer Neurone ni
htstabil bleiben, DI 6= DaltII , falls BildKTa ein e
hter Teilraum eines Eigenraums von Bw�are und keine neuen Neurone diesen zu einem Eigenraum von B vervollst�andigen(wg. Gl. 3.26 () Gl. 3.28). Das Hinzuf�ugen neuer Neurone im Kodierer kann also dieStabilit�at alter Neurone im Dekodierer vermitteln.Ents
heidend bei dem E�ekt, dass dur
h neue Gewi
htsvektoren die Stabilit�at deralten Dekodierergewi
hte gewahrt wird, ist die Orthogonalit�at der Gewi
htsvektorendes Kodierers KII (siehe oben); also insbesondere die Orthogonalit�at alter und neuerGewi
htsvektoren zueinander,KaKTb? = �. In der alternativen Strategie SNG\ (Gl. 4.3),in der die neuen Neurone anB anstatt anB? adaptieren, gilt dies i.A. ni
ht. Wir f�uhrendaher die im Experiment beoba
htete (deutli
h) s
hle
htere Wiederherstellungsqualit�atgespei
herter Muster der Strategie SNG\ gegen�uber SNG? auf diesen E�ekt zur�u
k (0:56bzw. 0:44, vergl. Tab. 4.2, 4. Spalte).5.4 ZusammenfassungWir haben den Adaptationsprozess f�ur die Strategie SNG? , die neue Neurone zur An-passung der Kodierung nutzt, mathematis
h untersu
ht. Da die Anpassungsf�ahigkeitan fremde Eindr�u
ke im wesentli
hen dur
h die Zahl neuer (plastis
her) Neurone de-terminiert ist, haben wir uns in der Analyse der Stabilit�at des Kodes gewidmet. Wirhaben drei qualitativ unters
hiedli
he \Arten" von Umgebungswe
hseln, d.h. vers
hie-dene Statistiken neuer Eindr�u
ke Pb, gefunden, in denen der Kode der Erinnerungendur
h den Adaptationsprozess ni
ht ver�andert wird (vergl. Abb. 5.2).(A) Die Hauptkomponenten von B sind gegen�uber A ni
ht, oder nur um re
hte Win-kel, gedreht. Das Spektrum der Eigenwerte von B ist beliebig (Abb. 5.2 A).(B) Alle Eigenvektoren vi von B, die mit dem von Ka kodierten Raum korreliertsind, f�ur die also Kavi 6= 0 gilt, besitzen identis
he Eigenwerte. Der auf a-Musterspezialisierte KodiererKa kodiert demna
h nur das \Raus
hen" der b-Verteilung.Die relevanten Informationen der b-Muster, i.e. ihre gr�o�te Variabilit�at, be�ndensi
h in Ri
htungen, die orthogonal zu den Gewi
htsvektoren des Kodierers Kasind (Abb. 5.2 B).
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hwa
h mit wenigen ni
ht vollst�andigerfassten Ri
htungen der b-Verteilung, wel
he relativ gro�e Varianz aufweisen.Die neuen Neurone Kb? sind in der Lage diese Ri
htungen zu kodieren, so dassder gesamte Kodierer KII einen Eigenraum von B aufspannt (Abb. 5.2 C).Tritt keiner der genannten F�alle ein, wird der Kode dur
h den Adaptationsprozessmodi�ziert (Abb. 5.2 D). In diesem Fall ist eine ausgepr�agte Hierar
hie der Eigenwerte,die zu Eigenvektoren von B geh�oren, wel
he ni
ht orthogonal zu den Gewi
htsvektorendes alten KodierersKa sind, besonders ung�unstig. Dann wird der Kode besonders starkdur
h den Adaptationsprozess beein
usst.
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A B

C D
=) DaltII = DI =) DaltII = DI

=) DaltII = DI =) DaltII 6= DIAbbildung 5.2: Stabilit�at des Dekodierers f�ur die Strategie SNG? . Es sind vier unters
hiedli
heKombinationen von Pa und Pb Verteilungen s
hematis
h in der Projektion auf die Papierebenegezeigt. Pa ist in allen Abbildungen identis
h (helleres Oval im Hintergrund). Der Kodierer deralten Neurone Ka (dur
hgezogener Pfeil) liegt in der Papierebene und kodiert stets die gr�o�teHauptkomponente von Pa. Im Vordergrund ist die Projektion von Pb auf die Papierebene ge-zeigt (dunkleres Oval), wei�e A
hsen markieren die Lage ihrer Hauptkomponenten, i.e. die aufdie Papierebene projizierten Eigenvektoren der Kovarianzmatrix B. In Abb. A{C bleiben dieGewi
hte des Dekodierers aus Umgebung I na
h Adaptation an Pb in Umgebung II unver�andert,DaltII = DI; in Abb. D dagegen ni
ht, i.e. DaltII 6= DI: Abbildung A: Ka liegt in einem (eindi-mensionalen) Eigenraum von B, der Dekodierer ist also stabil. Abbildung B : Das projizierteSpektrum von B ist wei� (Verteilung ist kreisf�ormig), d.h. alle Ri
htungen auf der Papierebenesind Eigenvektoren, also au
h Ka; der Dekodierer ist stabil. Abbildung C : Zwei der Eigenvek-toren von B liegen in der Papierebene, die �ubrigen sind dazu orthogonal und deshalb auf denNullpunkt projiziert. KodiererKa kann ni
ht die Stabilit�at des Dekodierers gew�ahrleisten. Wirdder Kodierer jedo
h um ein zus�atzli
hes Neuron (Gewi
htsvektor, gestri
helter Pfeil) erweitert,spannen beide Vektoren gemeinsam einen Eigenraum von B auf, n�amli
h die Papierebene. Da-mit ist der Dekodierer insgesamt stabil, DI = DaltII . Abbildung D : Die Ri
htung des KodierersKa ist mit drei Eigenvektoren von B (wei�e Linien) korreliert, denn sie liegt ni
ht senkre
ht zuihnen. DaKa also kein Eigenraum von B aufspannt, wird der Dekodierer ver�andert,DI 6= DaltII .Ein zus�atzli
hes Neuron w�urde daran ni
hts �andern (wohl aber zwei).



Kapitel 6DiskussionIm numeris
hen Experiment (Kapitel 4) haben wir den Adaptationsprozess des Mo-dellsystems untersu
ht. Es wurde die Anpassung an eine neue Umgebung simuliertund gefragt, inwiefern trotz Adaptation die Stabilit�at des Kodes der Ged�a
htnisinhalteaufre
hterhalten werden kann. Wie haben gezeigt, dass mithilfe von Neurogenese dasModell des Hippokampus (Abb. 3.2) Anforderungen an Stabilit�at und Plastizit�at desKodes bei bestimmten Umgebungswe
hseln gere
ht wird (SNG? in Tab. 4.2), w�ahrenduneinges
hr�ankt plastis
he Anpassung dazu f�uhrt, dass der Kode fr�uherer Erinnerungen\vergessen" wird (SP in Tab. 4.2). Letzteres ist als Stabilit�at- und Plastizit�atsdilemmabekannt [24℄ (au
h \
atastrophi
 inferen
e" genannt, siehe [30℄). Ents
heidend am Er-folg einer Adaptationsstrategie mittels Neurogenese ist jedo
h die Art der Eindr�u
keder neuen Umgebung, d.h. ihre Wahrs
heinli
hkeitsverteilung Pb.In einer mathematis
hen Analyse (Kapitel 5) wurden jegli
he �Anderungen derWahr-s
heinli
hkeitsverteilung neo
orti
aler Aktivit�at (f�ur beliebige Dimensionen) bes
hrie-ben, in denen die Anpassungsstrategie dur
h Neurogenese die F�ahigkeit zur Dekodie-rung der Ged�a
htnisinhalte bewahrt. Andererseits wurden Merkmale der Verteilungenangegeben, in denen der Adaptationsprozess dazu f�uhrt, dass trotz Neurogenese und derStabilit�at des Kodierers der Kode fr�uherer Erinnerungen vom Dekodierer \vergessen"wird.Da die Situationen des Erfolgs der Adaptation mittels Neurogenese im Modell ma-thematis
h exakt 
harakterisiert wurden, k�onnen R�u
ks
hl�usse auf den Erfolg der Stra-tegie in biologis
h plausiblen Situationen gema
ht werden. Dazu wollen wir zun�a
hst dievers
hiedenen F�alle des Umgebungswe
hsels diskutieren, bevor wir dann auf das Modellselbst zu spre
hen kommen. Abs
hlie�end folgt ein Verglei
h mit anderen Arbeiten undein Ausbli
k �uber m�ogli
he Ri
htung zuk�unftiger Studien.
67



KAPITEL 6. DISKUSSION 686.1 Adaptationsprozess6.1.1 �Ahnli
h komplexe UmgebungenWir sind davon ausgegangen, dass neo
orti
ale Aktivit�atsmuster einer Umgebung zu-einander �ahnli
h sind und si
h in relativ wenigen, wesentli
hen Merkmalen unters
hei-den (siehe Abs. 4.4). Beim Umgebungswe
hsel des Experiments wurden die informa-tiven Komponenten beliebig anderen Dimensionen zugespro
hen. Die Komplexit�at derUmgebung, gemessen an der Anzahl relevanter Dimensionen, blieb jedo
h erhalten. Jeweniger relevante Dimensionen bei konstanter Neuronenzahl nun tats�a
hli
h existieren,desto h�oher ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass die bestehenden Neurone des Kodiererskeine wesentli
he Information der neuen Eindr�u
ke kodiert, also nur no
h \Raus
hen"au��angt. In einer sol
hen Situation ist ni
ht die Stabilit�at des Kodes, sondern die Ad-aptation an neue Eindr�u
ke kritis
h f�ur den Erfolg der Adaptationsstrategie mithilfevon Neurogenese (SNG? , Gl. 4.2), denn der Kode der Ged�a
htnisinhalte bleibt in die-ser Situation erhalten (vergl. Abb. 5.2 B). Die dur
h Neurogenese hinzukommendenGewi
hte des Kodierers m�ussen jedo
h die gesamte Information der neuen Umgebungaufnehmen. Ist diese tats�a
hli
h von glei
her Komplexit�at, m�usste si
h die Anzahl derNeurone daher ungef�ahr verdoppeln, um neue Eindr�u
ke akkurat rekonstruieren zuk�onnen. Dies ist ni
ht realistis
h, denn erstens w�urde die Redundanzreduktion f�ur beideSorten Eindr�u
ke ine�ektiv werden (ihre kodierte Repr�asentation ist doppelt so gro�),und zweitens widerspri
ht eine Verdopplung biologis
hen Tatsa
hen, da die Zahl neuerNeurone klein gegen�uber der Anzahl bestehender ist [22℄. Zwar k�onnte man die Strate-gie insofern erg�anzen, dass au
h ein Teil der bestehenden Neurone plastis
h adaptiert,dies w�urde aber zur Lasten der Stabilit�at des Kodes gehen.Wir k�onnen also zusammenfassen, dass eine Adaptation mithilfe der Bildung neuerNeurone in Situationen eines vollst�andigenWe
hsels der Merkmale neo
orti
aler Musterungeeignet ers
heint.6.1.2 Wa
hsende Komplexit�at: \Erfahrung sammeln"Man k�onnte das Experiment au
h dahingehend interpretieren, dass die Maus in derzweiten Umgebung neue Erfahrungen sammelt, sp�ater jedo
h mit dem Gesamts
hatzan Erfahrungen lebt; am Ende des Experiments be�ndet si
h die Maus sozusagen inbeiden Umgebungen glei
hzeitig, also insgesamt in einer komplexeren Umwelt.Tats�a
hli
h stellt das Protokoll des Experiments das Modellsystem vor h�oherenAnforderungen an Stabilit�at und Plastizit�at, als es f�ur eine Interpretation als das Sam-meln von Erfahrung n�otig w�are. Denn in der neuen Umgebung wird die Maus aus-s
hlie�li
h mit neuen \Erfahrungen" konfrontiert; wir haben dies im vorhergehendenAbs
hnitt bespro
hen. Realistis
her w�are es, wenn die Maus zus�atzli
he Erfahrungenin ihrer bekannten Umwelt aufnimmt. Zwar wissen wir ni
ht, inwiefern si
h Erfahrun-gen tats�a
hli
h in der Statistik der Aktivit�at des Neokortex �au�ern, wir k�onnen aberaufgrund der mathematis
hen Analyse (siehe Abs. 5.4) die Arten von Erfahrung ge-



KAPITEL 6. DISKUSSION 69nau de�nieren, f�ur wel
he si
h eine Adaptationsstrategie mithilfe von Neurogenese inunserem Modell lohnt. Wir k�onnen die Arten von Erfahrung wie folgt 
harakterisieren.1. Die Aktivit�at assoziativer Areale wird komplexer, d.h. es kommen 
harakteristi-s
he Merkmale hinzu.2. Die 
harakteristis
hen Merkmale neuer Eindr�u
ke unters
heiden si
h nur dur
hdie Aktivit�at weniger neo
orti
aler Neurone von den bekannten Eindr�u
ken.Im ersten Fall kodieren neu gebildete Neurone die hinzukommenden relevanten Di-mensionen, im zweiten Fall erg�anzen sie die Kodierung, um den niedrigdimensionalenTeilraum der �Anderungen zu vervollst�andigen (siehe Abs. 5.3.3). In beiden F�allen wirddur
h neue Neurone die Stabilit�at des Kodes gewahrt. Dazu werden nur wenige Neu-rone ben�otigt, was mit experimentellen Beoba
htungen �ubereinstimmt [22℄. Insgesamts
heint das Sammeln von Erfahrung im oben genannten Sinne im Einklang mit einerNeurogenese gest�utzten Adaptation zu stehen.6.1.3 Unabh�angige Umgebungen: M�ogli
he Aufgabe des Spei
hersEine beliebige Drehung der Hauptkomponenten ist, im Gegensatz zur wa
hsenden Kom-plexit�at, nur einges
hr�ankt f�ur eine Adaptationsstrategie mit Neurogenese (SNG? ) ge-eignet (siehe Abs. 6.1.1). Mathematis
h betra
htet ist jedo
h der Kodierer der altenNeurone Ka \fast immer" mit allen Hauptkomponenten der (beliebigen) b-Verteilungkorreliert. Dies ist im zweidimensionalen ans
hauli
h. Ist n�amli
h der Kodierer ein be-liebiger 2D-Vektor, liegt er praktis
h nie orthogonal zu einem der beiden Eigenvektorenvon B, die wir uns auf den Koordinatena
hsen vorstellen. Einerseits k�onnte dieser ma-thematis
h h�au�ge Fall biologis
h eher selten sein; der Zusammenhang von Neurogenesemit \Erfahrungen sammeln" deutet dies an (siehe oben). Andererseits w�are der Spei
herCA3 in der Lage den Dekodierer zu stabilisieren. Wir wollen die Idee n�aher erl�autern.Der Spei
her hat a-Muster gespei
hert, wenn das Modellsystem mit b-Mustern kon-frontiert wird. Die Ged�a
htnisinhalte k�onnten in Umgebung II dem Dekodierer zus�atz-li
h zu den aufgenommenen Eindr�u
ken pr�asentiert werden, etwa dur
h spontane Akti-vierung der Inhalte [7℄. Der Dekodierer w�urde so glei
hzeitig Muster beider Verteilungendekodieren, er \sieht" daher e�ektiv Muster einer KovarianzmatrixC = �A+(1��)B,wobei � das Verh�altnis von aktivierten Ged�a
htnisinhalten zu verarbeiteten neuen Ein-dr�u
ken ist. Dur
h die Summierung beider Kovarianzmatrizen werden, mit Erh�ohungdes Anteils �, die Hauptkomponenten von C denen von A angegli
hen, so dass derDekodierer stabilisiert werden kann (siehe Abs. 5.3). Abb. 6.1 stellt die Wirkung einerVariation von � auf die Stabilit�at des Dekodierers dar. Man sieht, dass s
hon dur
hkleine Verh�altnisse � die Wiederherstellung gespei
herter Muster na
h einer \gemis
h-ten" Adaptation deutli
h verbessert ist; ab � � 1=3 s
heint der Kode der a-Musterausrei
hend gut bewahrt.Spontane Aktivierung von Ged�a
htnisspuren im Hippokampus ist ein bekanntesPh�anomen und wird h�au�g mit dem Transferieren der Inhalten in ein (
orti
ales) Lang-
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PSfrag repla
ements

Verh�altnis �Verh�altnis � Winkel �"AjC(�;�)
0

14� 12� 34��00 00 0:20:2 0:40:4 0:60:6 0:80:8
1:50:5

1
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Abbildung 6.1: Aktivierung gespei
herter Inhalte. Der Rekonstruktionsfehler "AjC(�;�) (\Be-kanntheitsgrad"), mit C(�; �) = �A+ (1� �)B(�), ist ausgewertet. Bei dem Adaptationspro-zess an b-Muster hat der Dekodierer im Verh�altnis � gespei
herte a-Muster und unbekannteb-Muster gemis
ht verarbeitet. � variiert KovarianzmatrizenB(�) (siehe unten). Der Fehlerwert"AjC(�;�) ist gro�, wenn die Rekonstruktion von a-Mustern na
h dem Adaptationsprozess desDekodierers s
hle
ht ist. Die Kodierung ist optimal f�ur a-Muster und wird dur
h die Adaptationni
ht ver�andert,Ka � A1 (Es wird also analog zu Abb. 5.1 nur der Raum senkre
ht zuKb? be-tra
htet, vergl. Abs
hnitt 5.3.1). Die Kovarianzmatrizen sind gegeben dur
h A = diag (0:9; 0:1)und B(�) = R(�)AR(�)T , die um den Winkel � gedrehte Kovarianzmatrix A (R(�) sind Rota-tionsmatrizen). Das Verh�altnis � = 0 entspri
ht der Situation, in der im Adaptationsprozess anB keine Spei
herinhalte zur Hilfe genommen werden, um den Kode der a-Muster zu stabilisie-ren. F�ur � = 1 �ndet keine Adaptation an die b-Muster statt, die Rekonstruktion der a-Musterist also optimal geblieben (Fehlerwert 0:1, i.e. der kleinste Eigenwert von A). Ist B im re
h-ten Winkel zu A gedreht, ver�andert der Adaptationsprozess den Dekodierer ni
ht, unabh�angigvom Mis
hverh�altnis �. Denn dann spannt Ka einen Eigenraum von B auf (vergl. Abb. 5.2 A).Bei Winkeln � = '� (siehe Abs. 5.3.1) ist der Rekonstruktionsfehler der a-Muster dagegen amgr�o�ten (vergl. Abb. 5.1).
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htnis in Verbindung gebra
ht, (Konsolidierung) [51, 28℄. In unserer �Uberlegungw�urde der Spei
her dur
h spontane Aktivierung zus�atzli
h f�ur die korrekte Dekodierungseiner Inhalte sorgen. Dazu muss die Dauer des Zwis
henspei
herns von Informationim Hippokampus l�anger sein, als das Intervall, f�ur das eine Adaptation der Kodierungnotwendig wird. Diese Annahme s
heint gere
htfertigt, da zumindest im Mens
henGed�a
htnisinhalte z.T. mehrere Jahre hippokampusabh�angig sind [30, 32℄.6.2 Biologis
he Plausibilit�atUnser Modell bes
hr�ankt die tats�a
hli
he Konnektivit�at und Komplexit�at des Hippo-kampus stark (vergl. Abs
hnitt 2.1), und kann daher nur als erster Versu
h gelten,die Funktion der Neurogenese zu eruieren. Das Ziel dieser Arbeit ist es, die prinzipi-elle Eignung einer Adaptationsstrategie mithilfe von Neurogenese zu untersu
hen, undni
ht ein Detail getreues Abbild des Hippokampus zu entwerfen. Deswegen ist es not-wendig, Ergebnisse und Erfordernisse des Modells auf ihre biologis
he Plausibilit�at zu�uberpr�ufen.6.2.1 ModellWir haben gezeigt, dass der optimale Kodierer einen \Eigenraum" aufspannt. DerartigeGewi
htsverteilungen sind mit der Hebb's
hen Lernregel zu errei
hen [18℄. Hebb's
hePlastizit�at ist an Synapsen des Tra
tus perforans und den Moosfasern (Kodierer) undau
h an den S
ha�er-Kollateralen (Dekodierer) na
hgewiesen worden (siehe Abs. 2.1).Die Orthogonalit�at der Gewi
hte des Kodierers k�onnte dur
h inhibitoris
he Neuronegew�ahrleistet werden [11℄. Diese Ergebnisse sind daher mit der Biologie vereinbar.Die Linearit�at der Kodierung in unserem Modell ist eine starke Vereinfa
hung, daNeurone ni
htlineare Systeme sind [18℄. Die Aktivit�at der Neurone zeigt Ph�anomeneder S�attigung, so dass z.B. stark verzerrende Vektoren des Dekodierers (vergl. Tab. 4.3)biologis
h ni
ht plausibel sind. F�ur Aktivit�aten unterhalb der S�attigungss
hwelle ist derlineare Ansatz als erste N�aherung g�ultig, eine lineare Kodierung ist deshalb aufgrundihrer analytis
hen Einfa
hheit gew�ahlt worden.Das Modell als sol
hes wurde bereits im Abs
hnitt 3.1.2 mit der biologis
hen Grund-lage vergli
hen. Dort haben wir jedo
h den Punkt zur�u
kgestellt, inwiefern das Zu-sammenfassen aller 
orti
alen und aller hippokampalen Neurone zu jeweils einer lo-gis
hen Neuronens
hi
ht gere
htfertigt ist (siehe Abb. 3.2). W�ahrend wir ersteres imAbs
hnitt 6.4 diskutieren, kommen wir jetzt auf das Zusammenfassen der Hippokam-pusneurone zu spre
hen. Es stellt si
h die Frage, ob das Vergr�o�ern der verborgenenS
hi
ht mit dem physiologis
h auf den GD bes
hr�anktem Wa
hstum der Neurone ver-glei
hbar ist. Da auf dem Weg zum GD unserer Vorstellung zufolge die Kodierungerfolgt, ist die Frage f�ur den Kodierer positiv zu beantworten. Das Wa
hstum des De-kodierers ist dagegen unrealistis
h. W�urde der Dekodierer im Modell ni
ht mitwa
hsen,w�urden die \alten" Gewi
hte des Dekodierers die Aufgabe �ubernehmen m�ussen, die



KAPITEL 6. DISKUSSION 72\Ausgabedaten" neuer Neurone im Kodierer mitzubearbeiten. Denn neue und alte Neu-rone des Kodierers projizieren dann ihre Darstellung neo
orti
aler Information auf eineNeuronens
hi
ht konstanter Dimensionalit�at, i.e. auf die Neurone des Dekodierers. Dasf�uhrt dazu, dass die kodierten Darstellungen von neuen und alten Neuronen (aus Si
htdes Dekodierers) miteinander korreliert sind, sofern sie glei
hzeitig aktiv sind. Korrela-tion der kodierten Darstellungen haben wir als besonders ung�unstig auf die Stabilit�atdes Dekodierers wirkend identi�ziert (vergl. SNG? gegen�uber SNG\ in Tab. 4.2, 4. Spal-te). Der S
hl�ussel f�ur dieses Problem k�onnte die Erzeugung einer kodierten Darstellungsein, die dur
h ihre Sp�arli
hkeit Korrelationen zwis
hen Mustern vermindert [18℄.Die lineare Kodierung unseres Modells, wel
he die Komponenten gr�o�ter Varianzzur Darstellung benutzt (PCA), garantiert keine sp�arli
he Aktivit�at der verborgenenS
hi
ht. Zwar k�onnten sp�arli
he neo
orti
ale Muster si
h auf die Sp�arli
hkeit des Kodesder verborgenen S
hi
ht auswirken (neuronale Verteilungen werden u.a. als hypergeo-metris
h modelliert [29℄), dies w�urde aber wahrs
heinli
h ni
ht ohne weiteres den ho-hen Grad der Sp�arli
hkeit im GD erkl�aren, der experimentell gefunden wird (nur 0.4%glei
hzeitig aktive Zellen, siehe Abs
hnitt 2.3).Ver�anderte Kodierungss
hemen k�onnten einen sp�arli
heren Kode im GD erzeugen.W�urden zum Beispiel ni
ht die Komponenten gr�o�ter Varianz, sondern diejenigen, wel-
he statistis
h am \unabh�angigsten" sind, zur Darstellung neo
orti
aler Muster ver-wendet, k�onnte die Korrelation zwis
hen Mustern im GD vermindert werden (Analyseunabh�angiger Komponenten, ICA). ICA ist mit der Maximierung der Sp�arli
hkeit ver-wandt und wurde deshalb in der Literatur als S
hema f�ur die Kodierung des Hippo-kampus bereits motiviert [24℄. Inwiefern si
h das ver�anderte Kodierungss
hema danntats�a
hli
h auf die Stabilit�at des Dekodierers auswirkt, m�usste in einer Erweiterung desModells analysiert werden.6.2.2 NeurogeneseNeurogenese ist ein komplizierter Prozess, der von der Proliferation von Stammzellen�uber die Di�erentation bis zur Reife mehrere Wo
hen dauert [47℄. Unser Analogonder Neurogenese, das pl�otzli
he Entstehen neuer neuronaler Einheiten der verborge-nen S
hi
ht, ist o�ensi
htli
h eine grobe Abstraktion der nat�urli
hen Vorg�ange. Diegenannte Zeit von vier Wo
hen zur Bildung neuer Neurone ist jedo
h ni
ht direkt mitder Neurogenese unseres Modells zu verglei
hen. Wir betra
hten n�amli
h die funktio-nelle Aktivierung neuer Zellen, ein Prozess, der wesentli
h k�urzer dauern d�urfte als dieEntstehung neuer Zellen im physiologis
hen Sinn [16℄.Die Plastizit�at der synaptis
hen Gewi
hte \neuer" Neurone gegen�uber der Stabi-lit�at der Gewi
hte \alter" Neurone, wie wir es f�ur unsere Adaptationsstrategie (SNG? )fordern, ist experimentell weder na
hgewiesen no
h widerlegt [24℄. Es m�ussen Experi-mente zeigen, ob diese Hypothese so oder �ahnli
h (etwa dur
h ortsbedingtes, plastis
hesVerhalten der Neurone [24℄) zutri�t.Bildung neuer Neurone ist in unserem Modell �uber die Auswertung des Rekonstruk-



KAPITEL 6. DISKUSSION 73tionsfehlers regulierbar. Ist er gro�, m�ussen Kodiererneurone gebildet werden, um dieKodierung der relevanten Information zu gew�ahrleisten. Wir haben bereits zur Motivie-rung des Modells darauf hingewiesen (siehe Abs. 3.1.2), dass der Fehler m�ogli
herweisein S
hi
hten des EC ausgewertet wird [7℄. Tats�a
hli
h wird die F�ahigkeit des EC zur Re-gulierung der Neurogenese in der Literatur genannt [17℄. Aus Si
ht des Modells k�onnteau
h die Modi�kation der synaptis
hen Gewi
hte des Dekodierers Neurogenese indu-zieren, die Ausri
htung neuer Neurone im Kodierer w�urden dann die si
h anbahnendeVer�anderung des Dekodierers Einhalt gebieten k�onnen.6.3 Verglei
h mit anderen Arbeiten und Ausbli
kDie Funktion neuer Neurone im Hippokampus ist ni
ht bekannt [24, 4℄ und theoretis
heArbeiten �uber den Hippokampus und seine Funktionen (z.B. [20, 42, 30, 26, 10, 29℄)lassen den Aspekt der Neurogenese au�en vor oder weisen ihr na
htr�agli
h eine Funktionzu [50℄.Die Ar
hitektur unseres Modells (Autokodierer Abb. 3.2) ist ein in der Theorie be-kanntes k�unstli
hes Netzwerk [18℄, E�ekte des Wa
hstums der verborgenen S
hi
ht wur-den hier jedo
h ni
ht untersu
ht. Interessanterweise wird gerade ein sol
hes Autokodie-rernetzwerk als Konzept eines \Neuheitsdetektors" f�ur Informationverarbeitungen vor-ges
hlagen [41℄, eine Eigens
haft die au
h dem Hippokampus na
hgesagt wird [25, 48℄.Es wird auf Plastizit�ats-Stabilit�ats-Dilemma in einem �ahnli
hen Netzwerken hingewie-sen (siehe [30℄), ein Wa
hstum von Neuronen wurde aber hierbei ni
ht als L�osungdiskutiert.Es gibt jedo
h Arbeiten, die si
h mit wa
hsenden, k�unstli
hen neuronalen Netzwer-ken auseinandersetzen (z.B. [9, 12, 36℄), wel
he jedo
h mehr den Nutzen derartigerSysteme in der Te
hnik als ihre biologis
he Relevanz in den Mittelpunkt stellen. Im\Cas
ade-Correlation" Netzwerk [9℄ wird, �ahnli
h wie in unserem Modell, von neurona-len Einheiten zwar der quadratis
he Fehler minimiert, neue Neurone bearbeiten jedo
hau
h das Ausgangssignal der bestehenden Neurone, so dass ein mehrs
hi
htiges Netz-werk aufgebaut wird. Da granul�are Zellen im Hippokampus Axone in die CA3-Regionaussenden, ist eine sol
he Ar
hitektur hier ni
ht anwendbar.6.4 Grenzen und Ausbli
kAutoassoziativspei
her (wie CA3 [42℄) k�onnen, in ihrer Implementierung als (graduelles)Hop�eldnetz [19℄ pro Dimension, i.e. Neuron, h�o
hstens zwei (reele) Werte spei
hern. Inder Kodierung unseres Modells sind jedo
h die Hauptkomponenten der Verteilung neo-
orti
aler Muster erfasst worden, d.h. die Komponenten mit der gr�o�ten Varianz. EinNeuron der verborgenen S
hi
ht ver�andert seine Feuerrate daher �uber einen m�ogli
hstgro�en Berei
h. Es ers
heint unsinnig, diese informative S
hwankung der Feuerratedur
h nur zwei Werte im Spei
her abzulegen, zumal dann gerade die 
harakterisieren-
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hwankungen der Muster wieder aufgehoben werden w�urden; von der Ausgabedes \E
kenneurons" (siehe Abs. 3.1.3) k�onnte der Spei
her beispielsweise nur \wenige"und \viele" E
ken unters
heiden. Es muss also eine Umwandlung des (angenommenen)Ratenkodes in einer Art bin�aren Kode auf dem Weg zum Spei
her existieren (sieheunten).Im Modell sind wir davon ausgegangen, dass die Anzahl der Neurone, die direktauf den GD (die verborgene S
hi
ht) projizieren, gr�o�er als die Anzahl der Neuroneim GD ist. Nat�urli
h gibt es im Neokortex sehr viel mehr Neurone als im Hippo-kampus [21℄. Es wird jedo
h in der Literatur angenommen, dass die Projektionen desNeokortex zun�a
hst auf S
hi
hten des entorhinalen Cortex m�unden und ni
ht direktauf GD [29, 42℄. Da die Anzahl der Neurone in S
hi
ht II des EC, aus der na
hweisli
hAxone zum GD gesendet werden (siehe Abs. 2.1), kleiner ist als im GD (Verh�altnis1:12 im Mens
hen, siehe Abs
hnitt 2.1), w�urde die Kompression neo
orti
aler Musteran Neuronen des EC statt�nden und ni
ht im GD, wo jedo
h die Neurogenese statt-�ndet. In der Tat s
hreiben man
he Theorien die Dimensionsreduktion neo
orti
alerMuster in �ahnli
her Form, wie wir sie bes
hrieben haben (jedo
h ohne Neurogenese),den Verbindungen zwis
hen Neokortex und EC zu [29℄.Die vorges
hlagene Adaptationsstrategie mittels Neurogenese w�urde mit einer gr�o�e-ren Anzahl EC-Neurone als Neurone der verborgenen S
hi
ht ni
ht funktionieren, dennsie basiert auf der Annahme eines \Flas
henhalses", d.h. einer Dimensionsredukti-on (siehe Abs. 3.1.3). Die Idee der Strategie, dass zus�atzli
he, 
harakteristis
he Kom-ponenten der Information dur
h hinzukommende Neurone kodiert werden, w�ahrendbestehende den Kode konservieren, k�onnte mit einer abgewandelten Art der Kodierungjedo
h trotzdem zutre�en. Zum Beispiel k�onnte eine erste Umwandlung von Ratenkodein einen zum Spei
hern notwendigen bin�aren Kode von den Neuronen des Gyrus denta-tus bewerkstelligt werden. W�urde etwa die Frequenz (oder ein anderes kontinuierli
hesMerkmal) der EC-Neurone in, sagen wir 10, Stufen aufgeteilt, entspr�a
he dies einere�ektiven Projektion der EC-Frequenzmuster in einen (10-mal) h�oher dimensionalenRaum. Dazu m�ussten GD-Neurone f�ur vers
hiedene Frequenzberei
he der EC-Neuronesensitiv sein. Na
h dieser �Uberlegung w�urden die GD-Neurone die in der vorliegendenArbeit bes
hriebene Redundanzreduktion ausf�uhren, nur dass die Eingangsdaten zurverbogenen S
hi
ht aus diesem (e�ektiv) ho
hdimensionalen Raum k�amen. Ein der-artiges S
hema w�are aus weiteren Gr�unden plausibel. Zum einen w�urde eine sol
heKodierung einen sp�arli
hen Kode im GD hervorrufen, denn ein EC-Neuron kann of-fensi
htli
h nur mit einer Rate zur Zeit feuern, so dass in unserem Beispiel h�o
hstens1=10 der GD-Neurone glei
hzeitig aktiv sind. Eine sp�arli
he Verteilung der Feuerratenist 
harakteristis
h f�ur den GD [29, 42℄; dieser Aspekt wurde in der bisherigen Formu-lierung des Modells ni
ht ber�u
ksi
htigt (siehe oben). Zum anderen ist der GD Unter-su
hungen zufolge in der Trennung von Mustern involviert [25℄. Eine Diskretisierungder Feuerraten w�urde eine Trennung von Mustern in nat�urli
herweise erm�ogli
hen; manerkennt die E�ektivit�at der Trennung au
h an der Sp�arli
hkeit der erzielten Kodierung,
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he Repr�asentation ist ein Weg Muster zu orthogonalisieren [18℄.Ob eine derartige Kodierung statt�ndet oder ob andere Kodierungsme
hanismenvielverspre
hender sind (z.B. \over
omplete ICA" [27℄), m�ussen zuk�unftige Studienzeigen.6.5 S
hlusswortIn dieser Arbeit wurde die Idee untersu
ht, ob die funktionelle Bedeutung der Neuro-genese in der L�osung des Kon
ikts zwis
hen Stabilit�at und Plastizit�at liegen k�onnte.Es wurden numeris
he und analytis
he Resultate pr�asentiert, wel
he die Idee unterbestimmten Bedingungen unterst�utzen. Auf der anderen Seite wurden jedo
h au
h Si-tuationen bes
hrieben, die { zumindest im einfa
hen Modell { problematis
h f�ur die-se Theorie sind. Das Modell kann aufgrund seiner Einfa
hheit die Antwort, ob dieHauptaufgabe der Neurogenese in der Adaptation einer Kodierung zu su
hen ist, ni
htendg�ultig ents
heiden. Es m�ussen daher weiterf�uhrende, detailliertere Studien folgen,um die kognitive Funktion adulter Neurogenese in einem Berei
h des Gehirns zu ver-stehen, der uns (m�ogli
herweise) in diesem Prozess des Lernens unterst�utzen wird.



Anhang AMathematis
her Anhang
A.1 BeweiseA.1.1 Extremum aus Gl. 3.21 ist Minimum.Die Matrix � = (
ij) := K 
xxT �KT ist eine invertierbare Matrix, da wir 
xxT �als invertierbar und den H�o
hstrang von K voraussetzen. Dann blieb zu zeigen, obdas einzige gefundene Extremum Dopt tats�a
hli
h ein Minimum ist. Entwi
kelt man "um Dopt in den Variablen D = (dij) in eine Taylorreihe und bri
ht na
h der zweitenOrdnung ab, so erh�alt man, mit �ij := dij � doptij , folgendes Ergebnis."� "x = 12Xijkl � ��dij ��dklD�DT� �ij�kl +O(�3)= Xijkl  ��dij Xs dks
sl! �ij�kl +O(�3)= Xijl 
jl�ij�il +O(�3)= Xi �Ti ��i +O(�3) (A.1)Dabei sei �i 2 Rm der i-te Zeilenvektor der Matrix D�Dopt.Die Matrix � ist aufgrund ihrer Struktur eine positiv semide�nite Matrix. Denn esgilt folgende �Aquivalenz [34℄: eine reele, quadratis
he Matrix X ist positiv semide�nitund symmetris
h, g.d.w. eine MatrixY existiert, mitX = YTY. Au�erdem �andert Mit-telwertbildung ni
hts an der De�nitheit der Matrix. Da � als invertierbar vorausgesetztist, folgt aus der Symmetrie von � sogar die positive De�nitheit (det� = Qi �i 6= 0,also insgesamt �i > 0. �i seien die Eigenwerte von �). Damit gilt f�ur �i 6= 0�Ti ��i > 0: (A.2)In der N�ahe des Optimums k�onnen Terme h�oherer Ordnung in � verna
hl�assigt werden,so dass in einer Umgebung von "x gilt:"� "x � 0 (A.3)76



ANHANG A. MATHEMATISCHER ANHANG 77Damit ist gezeigt, dass Dopt mit den gema
hten Voraussetzungen (konstante Di-mensionen aller S
hi
hten, Regularit�at von �) tats�a
hli
h das Minimum ist.A.1.2 Beweis von Gl. 3.60Sei P̂ = �I�Dopt (K; Px)K�, wobei x 2 Rn und K 2 R(m;n) , mit m = RgKH�o
hstrang. Die Spektraldarstellung der Kovarianzmatrix sei 
xxT � = Pni=1 �iwiwTiund �i > 0. Dann sind folgende Aussagen �aquivalent1. P̂T = P̂2. BildKT = BildDopt3. BildKT = Bild 
xxT �KT4. 9I � Nn : hwiji 2 Ii = Bild 
xxT �KTBeweis \1:() 2:"Da o�ensi
htli
h P̂ = (I � P) genau dann symmetris
h ist, wenn P symmetris
h ist,rei
ht es, die Aussage f�ur P = DoptK na
hzuweisen. Zun�a
hst giltPx = x; () x 2 BildDopt (A.4)Denn einerseits gilt mitm := Kx die Aussage x = Px = DoptKx = Doptm, d.h. xist Linearkombination der Spaltenvektoren von Dopt und damit x 2 BildDopt. Ande-rerseits gilt ist y als Linearkombination von Dopt darstellbar, folgt BildDopt 3 y =Doptm0 = DoptKDoptm0 = Py wegen KDopt = I (Gl. 3.24).Weiter ist wegen Kx = 0() x 2 KernK und P = DoptK o�ensi
htli
hPx = 0; () x 2 KernK: (A.5)Die entspre
henden Aussagen �uber PT = KTDoptT folgert man analog. Diese sindPTx = x () x 2 BildKT (A.6)und PTx = 0 () x 2 KernDoptT : (A.7)Ist nun P = PT gilt nat�urli
h au
h Px = PTx und mit Gl. A.4 und Gl. A.6 ergibtsi
h sofort BildKT = BildDopt.Setzt man BildKT = BildDopt voraus, folgt au
h KernK = KernDoptT . Da si
hjeder Vektor x 2 Rn aus zwei Vektoren xB 2 BildKT und xK 2 KernK zusammenset-zen l�asst,x = xB + xK , weil Basen von KernK und BildKT zusammen eine Basis des



ANHANG A. MATHEMATISCHER ANHANG 78Rn ausma
hen, k�onnen wir ableiten Px = PxB +PxK[Gl. A.4 bzw. Gl. A.5 ℄ = xB + 0[Gl. A.6 bzw. Gl. A.7 ℄ = PTxB +PTxK= PTx (A.8)Da x 2 Rn beliebig war ist damit P = PT gezeigt.Beweis \2:() 3:"Zu zeigen ist, dass die Vektoren der Matrix Dopt = (d1; : : : ;dm) als Linearkombinatio-nen der Vektoren der Matrix M = 
xxT �KT = (m1; : : : ;mm) darstellbar sind. Na
hder Glei
hung f�ur Dopt (Gl. 3.21) giltDopt =M �K 
xxT �KT ��1 (A.9)=MN; (A.10)nennt man N = (�ij) := �K 
xxT �KT ��1. Man hat daher 8 jdj = mXi=1 �ijmi: (A.11)Dies war zu beweisen.Beweis \3:() 4:"Sei 
xxT � =Pni=1 �iwiwTi , wie es oben vorausgesetzt wurde. Da die Eigenvektoren wi,i 2 Nn , eine Basis des Rn sind, l�asst si
h KT = (k1; : : : ;km) dur
h sie darstellenkj = nXi=1 �jiwi: (A.12)Damit folgt[M = 
xxT �KT ℄ mj = 
xxT �kj (A.13)[Gl. A.12℄ = nXi=1 �iwiwTi nXs=1 �jsws (A.14)[wTi ws = Æis℄ = nXi=1 �i�jiwi (A.15)Ist nun BildKT = Bild 
xxT �KT vorgegeben, ist jede LinearkombinationPmj=1 �jmjdur
h eine Linearkombination der Gewi
htsvektorenPmj=1 �jkj darstellbar. W�ahlen wireine Linearkombination, folgt mit Gl. A.15 zun�a
hstmXj=1 �jmj = nXi=1 0��i mXj=1 �j�ji1Awi: (A.16)



ANHANG A. MATHEMATISCHER ANHANG 79und somit nXi=1 0��i mXj=1 �j�ji1Awi = mXj=1 �jkj (A.17)Da die �j beliebig sind und �i > 0 gilt, fordert die Glei
hung, dass die Vektorenwi, i 2 Nn den Raum BildKT aufspannen. Da die Eigenvektoren eine Basis der Rnsind, d�urfen nur f�ur i 2 I � Nn mit jIj = RgK = m die Vorfaktoren von wi inGl. A.17 unglei
h Null sein (dies wird errei
ht dur
h die �ji). Das bedeutet insgesamthwiji 2 Ii = BildKT , was zu zeigen war.Setzt man hwiji 2 Ii = BildKT voraus, bedeutet dies kj =Pi2I �jiwi und einge-setzt in Gl. A.13 mj = nXi=1 �iwiwTi Xs2I �jsws (A.18)[wTi ws = Æis℄ =Xi2I �i�jiwi (A.19)Wegen mj = 
xxT �kj ist damit BildKT = Bild 
xxT �KT gezeigt.A.1.3 Beweis von Gl. 3.29Wir wollen unter den glei
hen Voraussetzungen wie in Abs
hnitt A.1.2 mit Dopt =(d1; : : : ;dm) und KT = (k1; : : : ;km) folgende Aussage na
hweisen:BildKT = BildDopt und kTi kj = 0; i 6= j =) di = 1jkij2ki; i 2 Nm (A.20)Sei BildKT = BildDopt und die Orthogonalit�at vonK vorgegeben.KDopt = I (Gl. 3.24)bedeutet in Vektors
hreibweise kTi dj = Æij . Daher folgt[BildKT = BildDopt℄ di = mXj=1 �ijkj (A.21)[kTi dj = kTi kj = 0; i 6= j℄ = �iiki (A.22)Daraus ergibt si
h wegen kTi di = 1 sofort �ii = 1jkij2 , was zu zeigen war.A.1.4 Beweis von Gl. 5.14Mit Voraussetzungen wie in Tab. 5.1 wollen wir die AussageBildDAa = BildDBa undKb?BKTa = � () BildKTa = hvj jj 2 J � Nni (A.23)beweisen. vi seien (orthonormale) Eigenvektoren von B.
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htung \=)"Wir setzen BildDAa = BildDBa voraus. Da Ka optimal f�ur a-Muster ist, spannt Kaeinen Eigenraum von A auf. Damit gilt BildKTa = BildDAa (Gl. 3.28 und Gl. 3.26).Na
h der Voraussetzung gilt dann au
h BildKTa = BildDBa . Da DBa ebenfalls zu Kaoptimal ist (wegen Kb?BKTa = �, siehe Gl. 5.1), k�onnen wir analog s
hlussfolgern(Gl. 3.28 und Gl. 3.26), dass Ka au
h einen Eigenraum von B aufspannt, was zu zeigenwar.Ri
htung \(="Sei nun BildKTa = hvjjj 2 J � Nni vorausgesetzt, der Kodierer Ka spannt also einenEigenraum von B auf. Daraus ergibt si
h sofort (\4 =) 3" aus Abs
hnitt A.1.2)BildKTa = BildBKTa (A.24)Dadur
h folgt wegen KaKTb? = � s
hon KaBKTb? = �. Der Rest ergibt si
h wieoben: Da Ka Eigenr�aume beider Kovarianzmatrizen aufspannt, sind au
h die Bilderder optimalen Dekodierer glei
h, BildDAa = BildDBa .
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